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SIR  LES  ARCS  US  COURBES  PUNBS; 

Par  m.  g.  HUMBERT. 


N^ous  avons  énoncé,  dans  les  Comptes  rendus  de 
l'Académie  rfcj  5ciencej  (a*  semestre  1887),  un  ihéo- 
rème  qui  consiilue  l'extension  à  une  courbe  algébrique 
quelconque  de  la  célèbre  proposition  de  Graves  et 
CKasIes,  sur  les  arcs  de  conique  :  la  démonstration  de  ce 
tliéoréme  généralisé  peut  être  donnée  d'une  manière 
tout  à  fait  élémentaire,  de  la  manière  suivante. 

Nous  nous  appuierons  sur  une  proposition,  aujour- 
d'hui bien  connue  et  que  Lagucrre  a  énoncée  le  pre- 
mier : 

La  somme  des  a/tglet  i/uejbnt  avec  un  axe  fixe  les 
rayons  qui  joignent  le  centre  d'un  cercle  aux  points 
d'intersection  du  cercle  et  d'une  courbe  algébrique 
donnée  reste  constante  si  le  rayon  du  cercle  varie,  son 
centre  demeurant  fixe. 

En  transformant  celte  propriété  par  polaires  récipro- 
ques, on.voit  que  ; 

La  somme  des  angles  que  font  avec  un  axe  fixe  les 
tangentes  communes  à  une  courbe  algébrique  et  à  un 
cercle  reste  constante  si  le  rayon  du  cercle  varie,  son 
centre  demeurant  fixe. 
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(6) 
Cela  posé,  suit  C  une  courbe  algébri<]uc  quelconque; 
meDOQS  les  tangentes  communes  à  celle  Courbet  et  à  deux 
cercles  voisins  de  mùinc  cenlre  O,  de  rayons  R  et 
R  -I-  rfR.|Soienl  AT  et  A.''!"  deux  di;  ces  Ungentes,  infi- 
niment voisincs.JOn  a  évidemment 

A'Tl—  AT  =  arcAA'-H  R.foï'. 

Or  l'angle  TOT*  est  égal  à  celui  dus  tangentes  A'T  ei 
AT;  soit  li^  cet  anglt;:  il  vient,  en  désignant  par  (  la 


longueur  de  la  tangente  commune  AT,  par  t  -^  dt  celle 
de  A'T',  par  ds  l'are  AA', 

rf*  =  rf/  -  R  d*. 

Si  l'on  fait  la  somme  de  toutes  les  équalions  analo- 
gues, relatives  à  tous  les  points  de  contact  de  la  courbe  C 
avec  les  tangentes  communes  à  cette  courbe  et  au 
cercle  R,  il  vient,  puisque  S  </S  =  o,  d'après  le  théorètne 
rappelé  plus  haut, 

lds  =  I.dt. 

En  d'autres  termes  : 

Si  l'on  mène  toutes  les  tangentes  coirununes  à  une 
courbe  algébrif/ue  et  à  un  cercle,  et  si  l'on  fait  ensuite 
varier  le  rayon  du  cercle,  son  centre  restant  Jixe,  les 
points  de  contact  sur  la  courbe  décrivent  des  arcs  dont 
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(7  ) 
la  sonuiie  algébrique  nxt  égale  à  la  variation  de  la 
e  algébrique  des  longueurs  des  tangentes  corn- 


Si,  eu  particulier,  ou  suppose  (juit  l'un  des  cercles 
considéi'éB  a  son  rayou  nul,  ou  voit  sans  difGcuIté  que  : 

Les  3v  points  de  contact  d'une  courbe  de  classe  v 
avec  les  tangentes  communes  à  cette  courbe  et  à  un 
cercle  peuvent  être  groupés  deux  à  deux,  de  manière 
à  déterminer  sur  la  courbe  v  arcs  dont  la  somme  algé- 
britfite  est  égale  à  la  somme  algébrique  des  longueurs 
des  tangentes  conununes. 

C'est  cette  proposition  qui,  dans  le  cas  des  coniques, 
donne  le  théoi-ème  ji  connu  sur  les  arcs  d'ellipse  ou 
d'hyperUoIe. 

Considérons  eu  oHet  une  ellipse,  menons  les  quatr» 
tangentes  communes  à  cette  courbe  et  a  un  cercle. 


/<  ^ 

Le  iliéorème  qui    vient    d'cLrc  démontré   apprend 

„rr\\'-  arcBB  =  AT  -  A'T'—  BS  -h  B'S', 

ce  qu'on  peut  écrire 

arr.\B'- arcA'B  =(AM-4-]>l5')- A'T'-(  BN-^  NTi-i"  B'S' 
=  AM  +  B'.M  -<  A'X  -!-  BM. 
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AM  +  B'M  -  arc  AB'  =  A'N  +  BN  —  arc  A'B. 

Si  l'on  remarqut!  maintenant  que,  d'après  un  théo- 
rème connu,  ces  points  M  et  N  sont  sur  une  même  el- 
lipse boraofocale  à  la  proposée,  on  voit  que  l'équation 
précédeiite  revient  précisément  au  théorème  de  Graves 
et  de  Chasles. 


SOLliTIM  BE  LA  QVSSTIOBI  PROPOSEE 
Al  C9IIIC9IJRS  GÉNÉRAL  DB  1885; 
Par  m.  E.  MARCHAND, 
Professeur  de  Malhémalji|ues  dpi'Cialcs  an  Lycie  de  ( 


Étant  donné  un  bypeiboloïde  à  uite  nappe,  on  con- 
sidère toutes  les  cordes  D  de  cette  surface  t]ui  sont  vues 
du  centre  sous  un  angle  droit  et  l'on  demande  : 

i"  L'équation  du  cane  lieu  géométrique  des  cordes  D 
qui  passent  par  un  point  S,  tùnsi  que  les  positions  du 
point  S  pour  lesquelles  le  cône  est  de  révolution  ; 

2°  Lm  courbe  à  laquelle  sont  tangentes  toutes  les 
cordes  D  situées  dans  un  plan  donné  P,  ainsi  que  les 
positions  du  plan  P  pour  lesquelles  cette  courbe  est  une 
parabole  ou  une  circonférence  de  cercle. 

Remarque  préliminaire.  —  Il  est  évident  que  t'éuoncé 
est  équivalent  au  suivant  : 

Mtudier  le  complexe  des  cordes  D  qui  sont  vues  du 
centre  sous  un  angle  droit. 

Un  sait  d'ailleurs  que,  pour  traiter  de  pareilles  ques- 
tions, il  csL  préférable  de  définir  la  droite  par  ses  six 
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coordonnées  homogènes,  dont  je  vais  rappeler  la  signiiî- 
cation. 

Posant,  pour  abréger, 

[uv,]  =  UVi  —  VU,, 

les  six  coordonnées  homogènes  de  la  droite 
seront  définies  par  deux  plans 

(U,U,  W,p),       («,,"1.  «"I.i*!) 

passant  par  la  droite,  ou  par  deux  points 

situés  sur  la  droite,  au  moyen  des  équations 

(')  P  =  [»■«.]  =  tj".]. 

(  Y  =  l"f.]  =  [î(i], 

!a'-[pu,]=~[y3i]i 
P'=(i»'.]=-[".]. 
Y=[pw,]=-[xy,]. 

Tout  complexe  sera  défini  par  une  équation  homo- 
gène 

F(a,p,Y,a',p',f)  =  o, 

laquelle  d'ailleurs  peut,  en  général,  être  mise  sous  une 
infinité  de  formes  différentes,  grâce  à  la  relation  iden- 
tique 

Par  exemple,  prenant  l'équation  d'une  quadrique  sous 
la  forme 

on  trouve  facilement  (jue  le  complexe  des  droites  D  vues 


I 
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du  centre  sous  un  angle  droit  a  pour  équalmn 

(5)  ;a'>^-mp'•^- /.-;■«- K(a^+3»+f')-o, 

l  =  b-hc.        m^c^a.        «-a  +  A. 

1.  D'après  les  relations  (i)  et  (2),  si  l'on  désigne  ]iai' 
^1)  ^'i)  ^i>  '1  '^^  coordonnées  du  sommet  S  du  cône  du 
eoinplexe,  ce  e6ue  aura  pour  équation 

Le  premier  membre,  égalé  à  zéro,  représente  le  système 
des  deux  plans  tangents  menés  du  [loint  S  au  cône 


lequel  eône  est  l'euveJoppe  des  plans  passant  par  le 
centre  de  la  quadrique  et  la  coupant  suivant  une  hyper- 
bole équïlalère.  Ce  cône,  imaginaire  dans  le  cas  de  l'el- 
lipsoïde, n'est  réel  dans  le  cas  de  l'hyperboloïde  que  si 
le  plus  grand  angle  au  sommet  du  cône  asymptote  de  la 
quadrïque  donnée  est  obtus. 

Le  second  membre  représente  une  sphère  de  l'ayun 
nul  et  décentre  S. 

Si  donc  on  fait  varier  K  d'une  manière  arbitraire,  ce 
qui  revient  à  adjoindre  à  la  quadrique  de  l'énoncé  toutes 
les  quadriques  concentriques  et  homothétiques,  l'équa- 
tion (6)  représente  une  famille  de  cônes  lioipocy- 
cliques.  Il  est  alors  facile  de  savoir  quand  le  cône  (6) 
sera  de  révolution. 

Un  cône  de  révolution  n'étant  antre  chose  qu'un  cône 
bitangent  au  cercle  imaginaire  de  l'inlini,  si  l'on  rliereliv 
les  trois  systèmes  de  sections  circulaires,  on  trouvera  : 
1°  un  système  double  correspondant  à  la  corde  dos  con- 
tacts lequel  donne  les  parallèles  de  la  surface  de  révolu- 
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tioii;  3"  un  systènio  simple  composé  tlv  plans  taiigunts 
au  cercle  imaginaire  de  l'infini  men^s  par  une  parallèle 
à  l'axe. 

Le  cône  de  sommet  S  sera  de  révolution  :  i  "  si  le  pre- 
mier membre  de  (6)  représente  un  plan  double;  a"  si  le 
premier  membre  de  (6)  représente  deux  plans  tangents 
an  cercle  imaginaire  de  l'infini.  Par  suite  du  la  siguill- 
cation  géométrique  indiquée  plus  haut,  on  voit  que  le 
cane  sera  de  révolution  : 

■  "  Si  le  point  S  est  situé  sur  le  cône  (7),  auquel  cas 
le  plan  tangent  en  S  au  cône  (7)  est  perpendiculaire  à 
l'axe; 

3*  Si  le  point  S  est  situé  sur  l'une  des  focales  du 
cane  (7),  auquel  cas  la  focale  est  l'axe  de  révolution. 

2.  Je  désigne  par  u,,  f,,  tVt,  p,  les  coordonnées  du 
plan  P,  et  alors  j'ai  pour  équation  tangentielle  de  la 
courbe  du  complexe 

Le  premier  membre,  égalé  à  zéro,  donue  uuc  surface 
admettant  le  plan  P  comme  plan  double;  c'est  donc,  en 
réalité,  une  courbe  plane  située  dans  le  plan  P.  Cette 
courbe  n'est  autre  cbosit  que  la  section  du  cône  (7)  par 
le  plan  P,  laquelle  se  réduira  à  un  point  double  si  le  plan 
passe  par  le  sommet  du  cône. 

Le  second  membre,  égalé  à  zéro,  donne  la  courbe  d'in- 
tersection du  plan  P  et  du  cercle  imaginaire  de  l'infini, 
c'est-à-dire  les  deux  points  circulaires  relatifs  à  ce 
plan  P. 

L'équation  (8),  où  K  est  un  paramètre  arbitraire, 
représente  donc  un  système  de  coniques  bomofocalcs 
dont  fait  partie  la  section  du  cône  (7)  par  le  plan  P. 
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Pour  que  la  courbe  du  complexe  soit  une  parabole,  il 
faut  que  ta  section  du  c6ne  (7)  par  le  plan  P  soit  elle- 
même  une  parabole.  Le  plaît  P  doit  donc  être  parallèle 
à  un  plan  tangent  au  cône  (7). 

Pour  qutt  la  courbe  du  complexe  soît  un  cercle,  il  faut 
que  la  section  du  cône  (7)  par  le  plan  P  soit  un  cercle 
ou  un  point  double.  Ou  a  d'abord  toutes  les  directions 
de  section  circulaire  du  cône  (7).  On  a  ensuite  tous  les 
plans  passant  par  le  sommet  du  cône  (7),  c'est-à-dire 
par  le  centre  de  la  quadrique  S. 

11  est  inutile  de  remarquer  que  le  foyer  de  la  parabole 
et  le  centre  du  cercle  se  confondent  avec  les  pointe  cor- 
respondants de  la  section  bomofocale  déterminée  dans 
le  cône  (7). 

3.  Une  propriété  très  remarquable  du  complexe  con- 
siste en  ce  qu'il  est  à  lui-même  son  propre  polaire  réci- 
proque par  rapport  à  huit  quadriques. 

En  effet,  cherchons  le  complexe  polaire  réciproque 
du  complexe  donné  par  rapport  à  la  quadrique 

T+ï  +  ïï-'' 

OÙ  A,  B,  C  sont  des  paramètres  indéterminés. 

A  un  point  x,  y,  2,  t,  on  fera  correspondre  son  plan 
polaire 

"-ï-     ^=5'     ^^-r     "=-'• 

de  sorte  que,  en  appelant  a,,  ?(,  Ti>  *ii  ?(i  Yi  l^»  nou- 
velles coordonnées  d'une  droite  quelconque,  on  aura  les 
formules  de  transformation 

a,  =  vw,  —  wv,  =  y^^~'y*    =  _  i. , 

'  '  '  BC  BG' 

a',  =  PC,  -  UP.  =  ~'V^*'  =  ^. 
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L'équation  du  complexe  devient 

I  -K(A'j','-hB'P','-!-C,-;;i)  =  o, 

et  il  sulfil  de  prendre 

jMiur  retrouver  l'équation  primitive  (5  ), 

Le  complexe  est  iJodc  )'i  lui-même  sa  propre  (wlaire 
réciproque  par  rapport  aux  huit  quadriques 

±  I»  v"^  ±y*  A?  ±  s»  )/ïm  =  K. 

Il  est  alors  facile  de  comprendre  pourquoi,  si  l'on 
cherche  d'une  part  le  lieu  des  points  pour  lesquels  le 
cône  du  complexe  se  réduit  à  deux  plans,  d'autre  part 
l'enveloppe  des  plans  pour  lesquels  la  courbe  du  com- 
plexe se  réduit  à  deux  points,  on  trouve  la  même  sur- 
face. ' 

Dans  le  cas  particulier  où 

ax'-^bj''-t-c='=K 

repi-ésente  un  ellipsoïde,  on  trouve  une  vraie  surface  des 
oudes  qui  correspond  n  la  quadrique 

la-'' -h  my*-\-  n;'=  K. 

Le  cône  asymptote  de  la  surface  des  ondes  est,  comme 
on  sait, 

("+^'+ -■)(?- 5-1)  =  - 

On  retrouve  ici  le  cône  (7)  qui  intervenait  si  heureu- 
sement dans  la  solution  du  pi-oblèine.  (^e  cône  est  cône 
asyniptuic  de  la  surface  des  ondes  et  ses  focales,  dont  il 
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a  élé  parlé  plus  haut,  sont  les  droites  qui  joignent  lu 
centre  de  la  surface  des  ondes  à  ses  points  doubles. 

Ces  propriéLés  sont  tout  à  fait  semblables  à  celles  du 
complexe  des  droites  telles  que  les  plans  tangents  menés 
par  elles  à  une  quadrique  fixe  soient  rectangulaires. 
D'ailleurs,  l'équation  de  ce  complexe  bien  connu  pou- 
vant s'écrire 

l'analogie  qu'il  pt-ésente  avec  le  complexe  acluel 

est  manifeste. 

On  démontrerait  donc  sans  peine  cette  très  belle  pro- 
priété que,  dans  le  cas  d'une  surface  des  ondes  ordi- 
naire, toutes  les  droites  du  complexe  pénètrent  entre 
les  deux  nappes  de  cette  surface. 

On  voit,  d'ailleurs,  qu'il  y  aurait  probablement  intérêt 
à  éludiCr  avec  soin  la  forme  des  surfaces  analogues  à  la 
surface  des  ondes  que  l'on  rcucontrerait  en  prenant  pour 
quadrique  initiale  un  byperboloïde  tel  que  le  cône  asym- 
ptote puisse  être  coupé  suivant  un  angle  droit  par  des 
plans  réels. 


SeLUTlON  BB  LA  QUESTION   PROPOSÉE 

Al)  CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  188C; 

pab  m.  e.  marchand, 

Professeur  de  Matlii^matiques  spicialn^  a»  Lyc^e  de  Caen. 


i"  Étant  donnés  unr  surface  du  second  ordre  S  et 
deiix  points  A ,  B,  on  mène  par  Ift  point  B  une  sécante 
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i/ai  rencontra  la  surface  S  aux  juniits  t!,  C  pt  le  jtlait 
polaire  du  point  A  au  point  D, 

Soient  M  et  M' les  points  oit  la  droite  AD  rencontre 
les  plans  qui  touchent  la  sur/ace  S  aux  points  C  et  C. 

La  sécante  BD  tournant  autour  du  point  B,  on  de- 
mande le  lieu  décrit  par  les  points  M  et  M'. 

a"  Ce  lieu  se  compose  de  deux  sur/aces  du  second 
ordre,  dont  l'une  est  indépendante  de  la  position  oc- 
cupée par  le  point  B  dans  l'espace,  et  dont  l'autre  S 
dépend  de  la  position  de  ce  point. 

Chercher  ce  {/ue  devient  la  surface  S  quand,  dans  la 
construction  qui  donne  les  points  de  cette  suif  ace,  on 
fait  jouer  an  point  A  le  rôle  du  point  B,  et  inversement. 

3°  Le  point  A  restant  fixe,  déterminer  les  positions 
occupées  par  le  point  B  quand  la  surface  S  n'a  pas  un 
centre  unique  à  distance  finie. 

Remarques  préliminaires.  —  Étant  donnés  deux 
points  A(a,  P,  y,  5),  B(£,  t,,  Ç,  Q),  on  sait  (jue,  pour  tout 
point  Mi(ar|,j)',,  ::■,  'i)  (lu  la  droite  AB,  on  a 

Xi  ^\l~  UÎ.  _V,  =--  X3  —  |JITJ. 

-I  -  ■  '>'•;  —  -A-        /,  =  XS  —  [JI.8. 
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le  plan  tangent  en  M,  à  la  surface  S  sna  ilt-fini  par 
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Éliminant  ).  et  ^  entre  ces  deux  dernières  é<{ualions,  on 
obtiendra  l'équation  du  système  des  deux  plans  tan- 
gents menés  à  S  par  les  points  P,  Q  où  cette  quadriquc 
est  rencontrée  par  Alî, 

[aa](£r]'-3[!tn[£-rl[«a-]  +  [ÎÎJ[=i^l'=o. 

1.  Je  désigne  par  les  lettres  suivantes  les  coordonnées 
des  diflërents  points  qui  ont  à  intervenir  dans  la  solu- 
tion 

L'équation  des  plans  tan^^ents  menés  k  S  pat-  les 
points  C  et  G  où  elle  est  rencontrée  par  BI)  est 

(1)      lT,r,l[ïr]«-ar:r,Ê][E^I[;r,rl-H[Se][ir,:r]>=o. 

Le  point  D  étant  dans  le  plan  polaire  au  A.  on  a 

Enfin,  les  trois  poini.s  A,  D,  M  étant  en  ligne  droite. 

(x,  —  '^.J■  —  |i.«, 

(3)  </'      /        ■■ 

f      ti  =  ll    -   |W. 

Remplaçant,  dans  (i),el  (a),  les  coonlonnees  x,,  jTt, 
3,,  t,  de  D  par  leurs  expressions  (3)  et  éliminant  en- 
suite les  paramètres  ),.  jx,  nu  aura  l'écjnation  du  lieu 
géométrique  eherelié. 

()i)  obtifnt.  à  simple  vue, 

'   \  ^.r,  \  ^.  M, T\ -..]:,:,[   =n. 
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Teiiaul  compte  de  ces  premières  tdeiitilés, 

[x,a:,]^X'[^^]-2X:.[arl+tin"l 
l.'equatîoa  (i)  devieiU 

2.  Le  lieu  se  compose  donc  de  deux  surfaces. 

La  première  [xi  jt]  =  o  est  indépendante  de  la  posi- 
tion du  point  B  dans  l'espace.  Remplaçant  x,  par  sa 
valeur  (3)  en  fonction  de  X,  [x  et  tirantde(a  £(.!)  les  va- 
leurs proportionnelles  de  X,  jjl,  il  vient 

C'est  le  cône  circonscrit  à  S  de  sommet  A. 
Pour  la  seconde  surface  S,  ou  a  d'abord 

puis 

Finalement  ou  trouve 

On  voit  immédiatement  que  le  cône  circonscrit  à  S  de 
sommet  À  est  coupé  par  £  suivant  deux  courbes  planes 
situées  dans  les  plans 

Le  premier  plan  [5^]  ^  »>  est  le  plan  polaire  de  B;  le 
second  passe  par  l'intersection  du  plan  polaire  de  A  et 
du  plan  polaire  de  B,  c'est-à-dire  par  la  droite  P'Q'  po- 
laire conjuguée  de  la  droite  AB  par  rapport  à  S.  Pour 
définir  ce  plan  avec  plus  de  précision,  je  vais  montrer 
qu'il  appartient  à  un  faisceau  harmonique  dans  lequel 
Ann.  de  Matliémat..  3'  série,  t.  Vif  (Jaiivici'  iS88).  3 
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on  coiinait  d'avance  trois  plans.  En  effet,  si  Ton  introduit 
le  plan  P'Q'A  qui  a  pour  é(]uatiun 

[aa]Ux]-[aî][,^l  =  o, 

on  a  quatre  plans  passant  par  P'Q' 

et  donnant  comme  rapport  anharmontqne 


«_aK  ■  K  — 2K  ~ 

On  peut  écrire  ainsi  l'équation  de  S 

(4)     M[SÏ][^^J  =  [«][«*]'-  ^HU^^m^]  ■+■  [«]K^]v 

Si  l'on  fait  jouer  au  point  A  le  rôle  du  point  B,  et  inver- 
sement, l'équation  de  S  ue  cliange  pas. 

Ce  résulut  remarquaLle  permet  d'affirmer,  sans  nou- 
veau calcul,  que  le  c6ne  de  sommet  B  circonscrit  à  S  est 
coupé  par  £  suivant  deux  courbes  planes  dont  l'une  est 
dans  le  plan  polaire  de  A,  l'autre  dans  un  plan  facile  à 
définir  par  les  propriétés  des  faisceaux  harmoniques. 
La  surface  S  est  définie  surabondamment,  au  point  de 
vue  géométrique,  par  ces  quatre  sections  planes  qui  pas- 
sent par  une  même  droite  P'Q'. 

Reprenant  l'équation  de  S  sous  la  forme  (4),  je  vois 
que  le  premier  membre  égalé  à  zéro  donne  la  surface  S; 
le  second  membre  égalé  à  zéro  représente  le  système  des 
deux  plans  tangents  menés  à  la  surface  S  par  les  points 
P  et  Q  où  elle  est  rencontrée  par  AB. 

Donc  £  passe  par  le  quadrilatère  gaucbc  déterminé 
par  les  quatre  génératrices  de  S  qui  passent  en  P  et  Q. 
Les  diagonales  PQ,  P'Q'  du  quadrilatère  gauche  sont 
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éviUcmmeiit  deux  droites  {>olaires  conjuguées  par  ra^>port 
à  S  et  à  S.  Si  donc  on  divise  harmouiquement  le  seg- 
menl  PQ  d'une  pari,  le  segment  FQ'  d'autre  part,  on 
aura  quatre  points  qui  seront  les  quatre  sommets  d'un 
tétraèdre  conjuguii  par  rapport  aux  deux  surfaces  :  par 
suite,  S  et  S  admettent  une  infinité  de  tétraèdix>s  con- 
jugués communs.  On  sait  que,  en  ne  considérant,  bien 
entendu,  que  te  cas  des  points  A  et  B  réels,  une  qua- 
drique  non  réglée  (ellipsoïde,  hyperboloïde  à  deux 
nappes,  paraboloïde  elliptique)  est  telle  que  de  deux 
droites  conjuguées  l'une  rencontre  en  deux  points  réels, 
l'autre  en  deux  points  imaginairesj  pour  une  quadrique 
réglée  ou  complètement  imaginaire  (ellipsoïde  imagi- 
naire, liyperboloïde  à  une  nappe,  paraboloïde  hyperbo- 
liqne),  les  quatre  points  de  rencontre  P,  Q,  P*,  Q'  sont 
tons  réels  ou  tous  imaginaires.  11  en  résulte  que  les 
surfaces  S  et  2  sont  simultanément  réglées  ou  non  réglées  ; 
cil  particulier,  si  H  devient  un  paraboloïde,  ce  parabo- 
loïde sera  bjperbolique  ou  elliptique  suivant  que  S  sera 
réglée  ou  non. 

Mais  il  reste  à  résoudre  cette  question.  Toutes  les 
surfaces  £  ont,  avec  S,  un  quadrilatère  gauche  commun  ; 
ne  peut-on  pas  affirmer  que,  réciproquement,  toute  qua- 
drique ayant  un  quadrilatère  gauche  commun  avec  S 
soit  susceptible  du  mode  de  génération  des  surfaces  Si' 
Afin  de  traiter  plus  facilement  cette  question,  je  pren- 
drai comme  tétraèdre  de  référence  un  tétraèdre  conju- 
gué par  rapport  à  S  et  ayant  deux  de  ses  sommets  sur 
ABgCequi  suppose  naturellement  que  S  soit  unesurface 
sans  point  double,  et  que  AB  ne  soit  pas  tangente  à  S  : 

(S)  ax*+  6^»+  cz'+  rf/ï=  o, 

On  obtient,  par  des  réductions  faciles,  cette  nouvelle 
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équation  de  S 

(5)     [Mi[în(«^'+*j')+[''Si'(c^*+ '''')  =  ". 

Ce  résultat  nouveau  est  de  la  forme 


(5)  T  +  ir=o,         X: 


T  =:  o  représeatant  le  système  des  deux  plans  tangents 
menés  à  S  par  AB;  1^=  o,  le  système  des  deux  plans 
tangents  menés  à  S  aux  points  de  rencontre  avec  AB.  Si 
doncoD  démontre  que  le  paramètre  \  peut  prendre  toutes 
les  valeurs  imaginables,  l'équation  (5) de 2  représentera 
bien  un  faisceau  de  quadriques  passant  par  quatre  gé- 
nératrices de  S  qui  ne  sont  d'ailleurs  assujetties  qu'à  la 
condition  de  former  un  quadrilatère  gauche. 

Or  on  sait  [Leçons  sur  In  Géométrie;  par  A.  Clebsch, 
t,  I,  p.  93)  que,  si  la  droite  AB  rencontre  en  P  et  Q  la 
surface  S  et  qu'on  désigne  par  p  le  rapport  anbarmo- 
nique  formé  par  les  points  A,  B  avec  les  points  P,  Q, 
on  a 

Même  en  laissant  A  fixe,  on  pourrait  disposer  de  B 
de  manière  que  p  et,  par  suite,  "k  =  ^^-r — -  aient  une 
valeur  choisie  d'avance.  Mais  il  est  bien  remarquable 
qu'on  retrouve  la  même  surface  S  toutes  les  fois  que  les 
points  A  et  B,  restant  sur  uue  droite  fixe  PQ,  se  dépla- 
cent de  manière  à  donner  constamment  le  même  rapport 
anbarmouiquc  avec  les  points  P  et  Q  d'intersection  de 
la  droite  lîie  avec  S. 

En  résumé,  toute  surface  du  second  ordre  ayant  un 
quadrilatère  gauche  commun  avec  S  est  susceptible,  et 
cela  d'une  iiitinité  de  manières,  du  mode  de  génération 
indiqué  par  réiioncé  du  problème.  Les  points  A  et  6 
doivent  être  pris  sur  utic  des  diagonales  du  quadrilatère 
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gauche  de  manière  à  former  avec  les  deux  sommets  si- 
tués sur  cette  diagonale  un  certain  rapport  anharmo- 
nique. 

3.  Si  la  surface  S  n'a  pas  un  centre  unique  à  distance 
finie,  elle  est  tangente  au  plan  de  rînfîui.  Pour  résoudre 
le  problème  proposé,  je  vais  d'abord  former  l'équation 
langentielle  de  S,  puis  j'exprimerai  que  le  plan  de  l'in- 
ûni  vériiie  cette  équation  langentielle. 

L'équation  de  S  peut  s'écrire 

(S)  /-[a=t][Kl,  m^-illl  n^[a\],  k^-{ua]. 
Par  conséquent, 


i  S" 

■'1 +  "■[■'»/; 

+  "|("Ji/K[ï"^ 

5/ik 

Hi'] 

!/i- 

Posant,  pour 

abréger, 

»..  +  »£  =  «, 

mp  +  n»i  =  ^„ 

mY  +  » 

=  *i. 

m8 

«.  +  4£  =  T, 

nP  +  ATi=7„ 

ny+h 

=   a»7 

/.! 

il  vienl 

•i'%+tAl"')  +  ',/^.li'' 


Désignant  par  »,  v,  w,  p  les  coordonnées  d'un  plan 
tangent  à  z,  on  sait  qu'on  aura  les  équations 

i(A3^  +  B>  +  B'a  +  C()-Hi/;_[!ia:]-)-l-/;,[ï:rl-(-l«  =  o, 
/(B'^  +  A>  +  Ba  +  C'/)  +  i/;,[a;r]  +  i/;,[ï^]+Xi.  =0, 
/(S'a-  +  By  +  A-3  -h  G'  ()  +  i/t',  ["^1  -*-  i/,',  [ï^r]  -t-  Xw  =  o, 

i/î -^ -^  Uitr  +  î /;  « -t- i/â  /  -  [  E  ^  j  ^  o, 
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Considérant  x,  y,  z,  (,  [*^].  [5^]  '-''■  ^  comme  des  in- 
connues distinctes,  on  a  sept  équations  linéaires  homo- 
gènes à  sept  inconnues,  d'où  l'équation  tangvnliclle 

/B'  ;a'  /b   iG  j/;,  i/;, 

/B'     fB      /A'    la    i/s',     i/i', 

(7)        /G    iG  /c  /D    J/,;    J/;, 
i/.  i/p  i/ï  i/3  -'     ° 

\Â    \A   \Â    \A     »      -' 

""«■/<        o  o 

Posant,  pour  abréger, 

l'i  ^  ua^i  +  oyx  -)-  wsi  -i-pli, 

on  obtient  d'abord,  eu  tenant  compte  de  (5)  et  de  (6), 


i/i    i/t    i/i   i/i 

-  ['i? 

o 

Vi   iA  i/t    W 

o 

-l»SJ 

U           P          w         /> 

~P1 

-Pi 

Supprimant  te  facteur  /  et  posant 
on  obtient  facilement 


-l'E 
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L«s  colonnes  5  et  6  contenant  beaucoup  de  zéros,  il  est 
naturel  de  développer  suivant  les  éléments  de  ces  deux 
colonnes,  par  la  règle  de  Laplaee.  On  trouve  très  facile- 
ment que,  si  l'on  désigne  par  H  le  Hessien  de  la  sur- 
face S,  et  par  f{u,  v,  w,  p)  ie  déterminant  qui,  égalé  à 
zéro,  donne  l'équation  tangentielle  de  S,  on  obtient, 
après  suppression  de  [«5]*,  l'expression 

(8)  [=.;  ]>  ■p{u,  «,  ».,  p)  +  H(  P,  P„+  P.PO  =  o. 

Mais,  d'après  (6), 

et  l'équation  tangentielle  de  2)  devient  définitivement 


(9 


Pour  déterminer,  le  point  A  restant  fixe,  les  positions 
occupées' par  le  point  B  quand  la  surface  S  reste  tangente 
à  un  plan  fîxe,  il  sufGt  déconsidérer,  dans  (9),  u,  v,  w, 
p  comme  des  constantes,  et  d'y  faire  ^^x.V  vient 


9  6m) 


Le  premier  membre  égalé  à  zéro  donne  la  surface  primi- 
tive S;  le  second  membre  égalé  à  zéro  donne  le  système 
des  deux  plans  tangents  menés  à  S  par  les  points  où 
cette  surface  est  rencontrée  par  la  droite  qui  joint  le 
point  Â  au  pôle  K.  du  plan  fixe  u,  c,  w,  p.  En  eiTet,  dé- 
signant par  x\  y',  z',  t' les  coordonnées  de  K,  on  sait 
que 

Remplaçant  m,  i',  w-,  />  par  ces  valeurs  et  s'appuyant  sur 
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l'identité  bien  coiiiiuo 

A    B'    If    (\    }/; 


(lo)     ^{u.^».,/.)^ 


on  obtient,  en  place  de  (p  bis),  l'équation  toute  simple 

L'analogîe  avec  (4)  est  frappante.  Comme  plus  liant, 
si  l'on  pfcnd 


on  obtient,  sans  avoir  h  recommencer  les  calculs, 

(12)     \_xc^nax*+  V)  +  [ctct][y^'l(c3'+  rfC)  =  o. 

Alors  il  est  inutile  de  reprendre  ce  qui  a  été  dit  à  propos 
de  l'équation  (5)  pour  déduire  de  (la)  les  conclusions 
suivantes  : 

Toute  quadrique  ayant  avec  S  un  quadrilatère  gauche 
commun  peut  être  obtenue  comme  lieu  des  points  It,  tels 
que,  Â  restant  fixe,  la  surface  £  reste  tangente  à  un  cer- 
tain plan  donné.  Il  faut  que  le  pôle  K.  du  plan  donné  et 
le  point  A  soient  situés  sur  une  des  diagonales  du  qua- 
drilatère gauclie  et  forment  avec  les  sommets  correspon- 
dants un  rapport  anharmonique  déterminé. 

Revenant  à  l'énoncé,  on  peut  dire  que  la  surface  lieu 
des  points  B,  tels  que,  A  restant  fixe,  S  n'ait  pas  un 
centre  unique  à  distance  finie,  peut  coïncider  successi- 
vement avec  toutes  les  quatfriques  qui  ont  en  commun 
avec  S  un  quadrilatère  gauche  dont  une  diagonale  passe 
par  le  centre  de  la  surface  S. 

i.  Chaque  surface  ayant  avec  S  un  quadrilatère  gauche 
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commun,  clout  PQ,  Vi^  sont  les  diagonales,  peut  èlre 
obtenue  <le  quatre  maaières  différeutes  ;  on  peut  prendre 
A  et  B  ou  A  et  K  sur  PQ  ;  on  peut  preadre  A  et  B  ou  A 
et  K  sur  P'Q'.  Si,  dans  chaque  cas,  les  quatre  points 
situés  sur  la  diagonale  donnent  naissance  au  mfime  rap- 
port anliarinonique,  quelle  relation  existe-t-il  entre  les 
quatre  surfaces  particulières  obtenues? 

Pour  résoudre  cette  question,  je  m'appuierai  sur  la 
forme  très  simple  que  prend  l'équation  î/de  la  polaire 
réciproque  de  H  par  rapport  à  S.  On  sait  qu'il  suftirade 
poser,  dans  l'équation  tangcntielle  de  S, 

(13)    ^  =  î/;.     v  =  i/;,     «■  =  i/„    p=\/,. 

Or,  tenant  compte  de  l'ideniité  (lo),  on  voit  que  (9) 
devient,  par  la  substitution  {i3), 

(i4)-["n'i^^]=[îE][<'*]'-3[«5][='*i(ï^]+["='][f^]'- 

C'est  l'équation  (1 1),  où  j^  a  été  remplacé  par  Ç. 

Si  donc  on  prend  A  et  B  d'une  part,  A  et  K  d'autre 
part,  sur  la  mâme  diagonale  et  que  le  rapport  aiiharmo- 
nique  soit  égal  de  part  et  d'autre,  on  obtient  deux  sur- 
faces polaires  réciproques  par  rapport  à  S. 

S'appuyant  sur  les  formes  réduites  (5)  et  (la),  on 
voit  facilement  que,  si  l'on  prend  deux  points  A  et  B  sur 
PQ,  deux  points  A'  et  B'  sur  P'Q*  et  que  les  rapports  an- 
liarmoniques  soient  les  mêmes,  ou  a  encore  deux  sur- 
faces polaires  réciproques. 

On  aura,  au  contraire,  la  même  surface  si  l'on  prend 
deux  points  A  et  B  sur  l'une  des  diagonales,  deux 
points  A  et  K  sur  l'autre,  les  rapports  anharmouiqucs 
étant  égaux  de  part  et  d'autre. 
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SUR  UNE  GËKÉRALISATION  DE  LA  FORHULK 
DES  ACCROISSEMENTS  FINIS; 

Pah  m.  t.-j.  stieltjes. 


1.  M.  H.  A.  Snhwarz  a  donné,  dans  les  Annali  ai 
Matematica  de  Brîoschi  (série  II,  l.  X),  le  théorème 
suivant  : 

Soient  f,{t),f 2(1),  .. .,/«{')  des  /onctions  réelles 
d'une  même  variable  réelle  t.  On  suppose  que  ces 
fondions,  de  même  que  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre 
n  —  1  inclusivement,  sont  finies  et  continues. 

Dans  ces  conditions,  si  t,,  tj,  . . , ,  ta  sont  n  valeurs 
différentes  appartenant  à  t'inleivalle  a,  . . .,  i,  le  quo- 
tient 


/iC)   /.Ci) 


/i(t„)  Mt„)    ...  Mt„) 
n'est  pas  plus  grand  que  -yrr 


t,   n    ...    (;- 

ta    t%    ■■■    '3" 

■■■■_    L  et  pas  plus  pe- 

)  M  désignant  la  plus  grande, 


"^"°.I.I3!...(.-,)|-" 

rt  la  plus  petite  des  valeurs  du  déterminant 


Ain 


/.('■) 


•  •  /»(<■) 
..  /.('■) 


sous  Us  conditions 
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Comme  le  retnanjue  M.  Schwarz,  ce  ihéorème  permet 
d'établir,  d'une  manière  rigoureuse,  certaiues  proposi- 
tions fondamentales  dans  la  théorie  des  courbes  planes 
ou  gauches.  Soit,  par  exemple,  M  un  point  d'une  courbe 
gauche,  et  prenons  sur  cette  courbe  trois  points  infini- 
ment voisins  de  M.  Le  plan  osculateur  en  M  est  la  posi- 
tion limite  du  plan  qui  passe  par  les  trois  derniers 
points.  A  l'aide  du  théorème  de  M.  Schwarz,  on  recon- 
naît aussi  clairement  les  conditions  dans  lesquelles  cette 
proposition  est  exacte. 

2.  La  démonstration  que  M.  Scbwarz  a  donnée  de 
son  théorème  est  extrêmement  simple.  La  circonstance 
qu'elle  exige  des  intégrations  nous  a  conduit  à  chercher 
si  l'on  ne  pourrait  pas  arriver  au  but  d'une  manière 
plus  élémentaire. 

Nous  avons  reconnu  alors  que  le  quotient  considéré 
est  égal  à 

Ain  /»((')  -  MO        \ 

Ain      AC)       -  /;{'■) 


t'  =  (,, 
f=it„tt,i,}. 


{(i,  fi,  . . . ,  (a)  désignant  un  nombre  compris  entre  le 
plus  petit  et  le  plus  grand  des  nombres  î| ,  tj,  . . . ,  t/,- 

3.  La  démonstration  de  ce  théorème  s'appuie  princi- 
palement sur  le  lemme  suivant. 
Si  une  fonction  ,/(')  s'annule  pour  n  valeurs  dide- 
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rentes  de  la  variable 

/((■)  =  o,       /{(,)  =  o,        ...,        /((„)  =  o, 

alors  OD  a 

ou 

£=<'.,(.,...,(-)■ 

Il  faut  supposer  que  la  foncliou  f{t)  admcl  des 
dérîv&s /'(ï),  _/""(r),  ...,/"~^{t)  qui  sont  finies  et 
conUuues  et  que  f"~*{t)  admet  encore  une  dérivée 
finie  _/*•"•((},  mais  on  n'a  pas  à  supposer  quey*~'{() 
soit  continue. 

En  eflet,  soit,  par  exemple,  n  =  3  et 

ti<tt<h. 

Ayant 

/((i)=o,       /{(.)  =  o,       /{/.)  =  o, 

on  en  conclut  d'abord 


/'{(')  = 


/'{'•)  = 


t'  étant  compris  entre  <,  et  t^  (en  excluant  les  limites), 
et  t"  entre  t^  et  tf  Ayant  donc 

t'<f, 

on  voit  ensuite  que  la  foDctiony(^)  doit  s'annuler  pour 
une  valeur  de  la  variable  comprise  entre  t'  et  (",  valeur 
qui  sera  comprise  aussi  entre  'i  et  t^. 

4.  En  s'appuyant  sur  ce  tomme,  la  démonstration  du 
théorème  énoncé  est  très  facile.  Pfous  supposerons 
n  =  4i  et  posons 

f{x)     g{x)    h(a>)    k{x) 
.  Ay)    Siy)    h{y)    k{y) 

^  '      A^)   e(.')  h(z)   k(z) 
fit)    /7(0    Ht)    Hi) 
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Considérons  ia  fonction 

/(x)  f(x)  *(x)  *(») 
/0-)  SW  My)  Ky) 
A>)    f(.)    *(»)     *(') 

/(B)     f(»)     M»)      *(») 

Il  est  clair  qu'on  a  identiquement 

et  encore,  à  cause  de  la  valeur  A, 

F«)-o- 
F-«)-o, 


y  y*  r* 


On  en  conclut 


ce  qui  revient  a 

A»)    (r(x)    *(»)  *(») 

/(r)    y'r)    »(r)  Hy) 

'         /(.)      y(»)     A(«)  *(.) 

rr,)  r<t)  *•(»  *'(t) 

Soit  maintenant 


X      T*    j 

y  y* 


SC)- 


/(I)  ^(«)  4(T)  *(I) 

/<>•)  yO-)  »a)  '-(r) 

A»)  ?(»)  *(")  *(") 

r(t)  î-(t)  »-(o  *■(« 


I     X     a^' 

-<.a.3 

I  r  r' 

I       M      «« 

Il  est  donc  clair  qu'on  a 
lonc 
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On  a,  par  conséquent, 

/(!•)  ï(»)        A(X)       *(X)     I 

fij-l     sW    Hy)    Hr)  I     , 
/■M    s'M   *■(■;)    *'(i) 
/■(t)    e-K)  ii'm  '"(!)  I 

Conaidéi-ons  enGii  la  fonction 

\A')     gl.")    H')  H') 

.   ,_/(»)     f<")    *<»)  *<«) 

'"        /'(l)    ^'Ci)    *'(i)  *"(i) 

I  /-(O  ff-(5)  *-(t)  *"(0 
Il  est  clair  (ju'on  a 

5(')-o,      5(r)- 

lonc 


Or  cela  revient  à 

/(»)         f(».)        *(I)         *(x) 

A!)     g'H)    A'(!)     <'(S) 
Al)    ^(1)    *'("l)    »'('.) 

r(5)  y'io  *"(î)  t-m 

ce  qui  est  l'expression  du  théorème  annoncé. 

On  remarquera   que  cette    démonstration   suppose 
seulement  que  les  dérivées  secondes 

/■(l),     g'U).     *■(<),     *■(!) 

admettent  des  dérivées 

/'«).  e'W.   »"(').   *'('); 

mais  il  n'est  pas  nécessaire  de   supposer  que  ces  der- 
nières fonctions  soient  continues. 

Mais,  si  l'on  ajoute  cette  dernière  condition  [la  conti- 
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nuilé  de  /*((),  §'*{')>  ^(0?  ^"(Ol'  '^^  conclul  dir«- 
temenlque,  siar,  j",  «,  (tendent  vers  une  oiâ  me  limite  a, 
OD  a 

/(a)  g{a)  k(a)  *(a) 
fia)  g-ia)  h'(a)  *'(«) 
rW  ^{o)  A-(o)  *•(«) 
/"(a)     ^■-(«)    A-C«)     A"(a) 


SUR  IN  THBORÊMI  M  CBASLBS; 

Par  m.  h.  FAURE. 


4.  Théobème.  —  Etant  données  trois  coniques  A ,  A', 
A."  circonscrites  à  un  quadrilatère  et  une  conique  U,  « 
l'on  décrit  une  conique  B  passant  par  les  intersections 
deJJ  etdeA,  tes  points  d'intersection  de^el  A'  et  ceux 
de  U  el  A"  sont  sur  une  même  conique. 

Soit,  en  effet, 

A  =  >A'+(i-A' 

l'équatioti  de  la  conique  A  et 


celle  de  B.  Il  existe  une  conique  passant  par  les  inter- 
sections de  B  et  A'  qui  a  pour  équation 


A  +  vU  — XA'=XA'+|iA°+vU  — 1A'=  [iA'+vU  =  o, 

ce  qui  démontre  le  théorème.  Remarquons,  du  reste, 
que  notre  énoncé  rentre  dans  celui  de  Chasies  {Sections 
coniques,  p.   -ijô,  n"  ■404).  Nous  avons,  en  elFet,  ici 
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quatre  conûjues  A',  A",  13,  U,  telles  que  It-s  points  d'iu- 
icrsi-ctio»  de  A'  et  A"  et  ceux  de  B  et  U  sont  sur  A  ;  U 
en  sera,  par  suite,  de  mâtne  des  points  d'intersectiou  de 
ces  coniques  combinées  deux  à  deux  d'une  autre  ma- 
nière, par  exemple  B  et  A'  et  U  et  A". 

Ce  simple  cliangeinent  dans  l'énoncé  de  Cbasles 
donne  lieu,  cependant,  à  un  grand  nombre  de  consé- 
quences qui  ne  se  trouvent  pas  dans  le  Traité  des  sec- 
tions coniques. 

2.  Cas  particuliers.  —  Prenant  pour  U  une  conique 
ayant  un  double  contact  avec  A,  on  voit  que  : 

Quand  trois  coniques  A,  A',  A"  sont  circonscrites  à 
un  quadrilatère,  si  une  conique  U  tangente  à  A  tuu: 
points  a,  p  rencontre  la  seconde  A'  aux  points  a,  ô, 
c,  d,  il  existe  une  conique  passant  par  ces  quatre  points 
et  bitangente  à  la  troisième  A"  aux  points  oit  cette  troi- 
sième conique  est  coupée  par  la  droite  ap. 

Si  l'on  prend  pour  la  conique  U  les  deux  tangentes  à 
la  conique  A  menées  aux  points  a,  p,  on  obtient  un 
tbéorèine  donné  par  M.  Weill  (Nouvelles  Annales, 
p.  2o;  janvier  i884)i  et  dont  ce  géomètre  déduit  d'in- 
téressantes applications. 

On  peut  prendre  pour  A ,  A',  A"  des  systèmes  de 
droites;  donc  : 

Étant  donnés  un  quadrilatère  et  une  conique  U, 
51  l'on  décrit  une  conique  B  passant  par  les  intersec- 
tions de  U  acec  deux  côtés  opposés  du  quadrilatère,  les 
quatre  points  d'intersection  de  B  avec  les  deux  autres 
côtés  opposés  et  les  quatre  points  d'intersection  de  U 
ai/ec  les  diagonales  du  quadrilatère  sont  huit  points 
d'une  même  conique. 
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Prenant  pour  A  v.l  A'  les  c6tés  opposés  d'un  quadri- 
latère ÏDscrit  à  A",  et  pour  U  une  droite  double  tan- 
gente à  A",  on  est  conduit  à  cet  énoncé  : 

Une  conique  A"  étant  circonscrite  à  un  tjuadrilalère, 
si  en  un  point  a  du  cette  conique  on  lui  mène  une  tan- 
gente et  que  l'on  trace  une  conique  B  touchant  deux 
côtés  opposés  du  quadrilatère  aux  points  ok  ces  côtés 
sont  coupés  par  la  tangente,  cette  conique  rencontrera 
les  deux  autres  côtés  opposés  du  quadrilatère  en  quatre 
points  qui,  avec  le  point  de  contact  a,  seront  sur  une 
conique  ayant  avec  A"  un  contact  du  troisième  ordre. 

Prenons  pour  A'  et  A"  deux  cercles  concentriques,  et 
pour  A  la  droite  de  l'infini,  il  s'ensuit  que  : 

Etant  données  une  hyperbole  et  ses  asymptotes,  si 
l'on  décrit  un  cercle  rencontrant  ^hyperbole  aux 
points  a,  h,  c,  d,  et  un  second  cercle  concentrique  au 
premier  rencontrant  les  asymptotes  aux  points  a',  b\ 
é,  £^,  ces  huit  points  sont  sur  un  conique. 

3.  On  sait  que  le  cercle  orthoptique  d'une  eoniqUe 
(c'est-i-dire  le  cercle  lieu  des  sommets  des  angles  droits 
circonscrits)  passe  par  les  points  d'intersection  de  la 
conique  avec  ses  directrices. 

De  là  nous  déduisons  ces  théorèmes  : 

Etant  donnés  une  conique  h  et  un  cercle  U,  si  par 
les  points  d'intersection  de  ces  deux  courbes  on  trace 
une  conique  B,  les  points  où  cette  conique  B  rencontre 
les  directrices  sont  sur  un  cercle  qui  passe  par  les  inter- 
sections du  cercle  U  avec  le  cercle  orthoptique  de  A. 

^i  l'on  mène  à  une  conique  une  tangente  en  un  de 
ses  points  m  rencontrant  les  directrices  aux  points  a 
et  b,  le  cercle  qui  passe  par  ces  points  a  et  b  et  qui  a 
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son  centre  sur  la  perpendiculaire  menée  aux  âirec- 
U-ices  pai-  le  point  m,  rencontre  le  cercle  orthoptique  de 
la  conique  aux  mentes  points  que  le  cercle  de  courbure 
en  m. 

Etant  données  deux  coniques  A  et  U,  si  sur  U  on 
prend  les  quatre  points  a,  b,  c,  rf,  d'où  l'on  voit  A  sous 
un  angle  droit  :  i"  les  points  d'intersection  de  A  et  U, 
et  les  points  d'intersection  des  deux  cordes  ab,  cd  avec 
les  directrices  sont  huit  points  d'une  même  conique; 
a"  les  points  d'intersection  de  ces  mêmes  cordes  avec  A 
et  les  points  d'intersection  de  U  avec  les  directrices 
sont  huit  points  d'une  même  conique. 

Si  d'un  point  m  on  mène  à  une  conique  A  deux  tan- 
gentes rectangulaires,  par  les  points  d'intersection  de 
ces  tangentes  avec  les  directrices  de  A,  on  peut  mener 
une  conique  ayant  un  double  contact  avec  le  cercle 
ortboptique  de  A^  la  corde  de  contact  est  la  polaire 
du  point  m  par  rapport  à  A, 

4.  Théorème  corrélatif.  —  £lant  données  trois  co- 
niques A,  A',  A"  inscrites  ù  un  quadrilatère  et  une 
conique  U,  si  l'on  décrit  une  conique  B  inscrite  au  qua- 
drilatère circonscrit  àV  et  \,  les  tangentes  communes 
à  a  et  A'  et  celles  communes  à  U  et  A"  touchent  une 
même  conique. 

Pour  simplifier  les  ^DODcés  des  tliéorènies  que  nous 
déduirons  de  celui-ci,  nous  dirons  que  les  sommets  du 
quadrilatère  circonscrit  à  la  conique  A  et  à  une  conique 
fixe  sont  les  foyers  de  la  conique  A.  De  même,  toutes 
les  coniques  inscrites  à  un  même  quadrilatère  circon- 
scrit à  la  conique  fisc  seront  dites  homofocalf.s . 

En  -supposant  que  la  conique  fixe  se  réduise  aux 
ombilics  du  plan,  on  revient  aux  définitions  usuelles. 

Supposons  donc  que,  dans  le  tliéorème  énoncé  ci- 
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dessus,  nous  considérions  A"  connue  la  conique  fixe, 
nous  pourrons  dire  : 

5.  Htant  données  deux  coniques  homofocales  A,  A' 
et  une  coniifue  U,  si  l'on  décrit  une  conique  B  inscrite 
au  quadrilatère  circonscrit  à  XJ  et  A,  les  tangentes 
communes  à  B  et  A!  toucheront  une  conique  Jiomojb- 

Ou  bien  : 

Tivis  coniques  A,  B,  U  étant  inscrites  à  un  quadri- 
latère Q,  sil'on  décrit  une  conique  A'  homofocale  à  A, 
on  pourra,  au  quadrilatère  P  circonscrit  à  B  et  A', 
inscrite  une  coniquo  homofocale  à  II, 

6.  Puisque  l'on  peut  inscrire  à  P  une  conique  honio- 
focale  à  U  et  que  U  est  une  conique  quelconque  inscrite 
au  quadrilatère  Q,  on  doit  en  conclure  que  le  lieu  des 
foyers  des  coniques  inscrites  à  P  est  le  même  que  le  lieu 
des  foyers  des  coniques  inscrites  à  Q.  D'autre  part,  la 
conique  A'  peut  aussi  être  prise  arbitrairement  pourvu 
qu'elle  reste  homofocale  à  A.  H  en  résulte  que  :  le  lieu 
des  fojrers  des  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère 
circonscrit  à  deux  coniques  X  et  \i  ne  change  pas  si 
l'on  remplace  ces  deux  coniques  par  deux  autres  res- 
pectivement homofocales. 

On  sait  aussi  que  le  lieu  des  foyers  (dans  le  sens  que 
nous  leur  donnons  ici)  des  coniques  inscrites  à  un  qua- 
drilatère est  une  cubique  qui  passe  par  les  sommets  du 
quadrilatère,  et  l'on  peut  ajouter  par  les  six  points  de 
contact  des  coniques  du  système  avec  la  conique  fixe. 

Par  cotiséquent  :  Si  l'on  considère  deux  systèmes  de 
coniques  respectivement  homofocales,  les  points  d'in- 
tersection des  tangentes  communes  à  une  conique  quel- 
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conque  dit  premier  système  et  à  une  conique  quelconque 
du  second  restent  siw  une  cubique  qui  coïncide  avec  le 
lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  au  quadrilatère 
déterminé  par  les  quatre  tangentes  communes  à  deux 
quelconques  des  coniques. 

On  peut  dire  encore  :  Si  l'on  considère  deux  sys- 
tèmes de  coniques  respectivement  hontofocales ,  les 
points  de  contact  des  coniques  du  premier  système  avec 
celles  du  second  sont  sur  la  cubique  précédente. 

Sî,  dans  le  lliéorème  général  (4),  on  prend  pour  U 
un  point,  on  obtient  les  théorèmes  VIII  et  IX  donnés 
par  M.  Wcill,  dans  l' article  cite  plus  liaut,  et,  par  suite, 
les  théorèmes  X  et  XI. 

Les  applications  de' ce  ihéorèmc  sontfort  nombreuses; 
pour  terminer  nous  en  citerons  encore  quelques-unes. 

7,  Deux  coniques  A,  A'  étant  homofocales,  si  par  un 
point  m  de  A.  on  mène  deux  tangentes  à  A',  il  existe 
une  conique  ayant  pour  foyer  le  point  de  contact,  qui 
passe  en  m  et  qui,  en  ce  point,  a  un  contact  du  troi- 
sième ordre  avec  A. 

8.  Des  coniques  V,V,,  U,,  ...  touchant  aux  points  a 
et  b  les  droites  ma,  mb,  par  le  point  m  passent  des  co- 
niques A,  A, ,  Aj,  . . .  respectivement  homofocales  aux 
premières.  Ces  coniques  forment  deux  séries.  Celles 
d'une  même  série  ont  l'une  avec  l'autre  un  contact  du 
troisième  ordre. 

De  là  résulte  que  :  le  lieu  des  foyers  des  coniques  qui 
ont  awec  une  conique  donnée  A  un  contact  du  troisième 
ordre  en  un  point  donné  m  de  cette  conique  est  le  même 
que  celui  des  points  de  contact  des  tangentes  menées 
du  point  m  à  un  .système  de  coniques  homofocales  à  la 
conique  A.  ■ 
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0.  Éiani  duinié  un  système  A  de  coniques  liomofo- 
cales,  on  sait  (]uti  ie  lieu  des  points  de  contacl  dits  tan- 
gentes menées  d'un  point  m  à  toutes  les  coniques  du 
système  est  une  cubique  C;  or,  si  l'on  désigne  par  a  et 
b  les  points  de  contact  sur  l'une  des  coniques  et  que 
l'on  décrive  toutes  les  coniques  U  qui  ont  pour  foyers 
les  deux  points  a  et  b,  le  lieu  des  points  de  contact  des 
■  tanginites  menées  du  point  m  aux  coniques  U  sera  la 
même  cubique  C-  Il  y  a  donc  une  infinité  de  manières 
de  décrire  cette  cubique,  à  l'aide  d'un  même  mode  de 
génération. 

Remarque.  —  La  solution  de  la  question  1367  résulte 
du  n"  6  en  donnant  au  mot  foyer  son  sens  ordinaire.  La 
première  Partie  avait  déjà  été  indiquée  par  Steiner  sous 
une  autre  forme.  En  i854,  les  Nouvelles  jinnales 
avaient  proposé  cette  question  (n°  272)  :  Les  foyers  de 
trois  coniques  inscrites  au  même  quadrilatère  étant 
désignés  par  a,  a;  £,  ^;  c,  y,  on  a  la  relation 

Il  suffisait  de  prouverque  cet  Y  étaient  les  foyers  d'une 
conique  inscrite  au  quadrilatère  aiap.  J'ai  donné  en 
i855  une  solution  analytique  de  cette  question  (p.  gy). 
C'est  en  cherchant  une  solution  géométrique  du  pro- 
blème que  j'étais  arrivé  depuis  longteoips  aux  résul- 
tats (6),  Le  théorème  du  n°  7  figure  dans  notre  recueil 
de  théorèmes  relatifs  aus  sections  coniques,  publié  en 
1867. 


,,  Google 


(;j«) 


THEORÊIE  M  MINBIN6; 

F»R  M.  A.  ASTOR, 
Trofesïeur  i  la  Faculté  des  Sciences  de  Grenoble. 


Nous  nous  proposons  de  donner  une  démonstralion 
simple  du  théorème  suivant,  dû  à  Mindiiig  : 

Si  un  corps  solide  est  sollicité,  en  ses  divers  points, 
par  des  forces  indépendantes  de  l'orientation  du  corps, 
on  peut  l'amener  dans  une  infinité  de  positions  telles 
que  le  systirme  de  ces  forces  ait  une  résultante  unique. 
Cette  résultante  rencontre  toujours  une  ellipse  et  une 
hyperbole  fixes  dans  le  corps. 

Nous  dëmontreroRS  d'abord  le  lemme  suivant  : 
Le  système  des  forces  considérées  peut  être  remplacé 
par  une  force  R  égale  à  leur  résultante  de  translation  et 
appliquée  en  un  point  déterminé  du  solide  et  par  deux 
couples  {aà,  P,  P),  {ii',  Q,  Q')  dont  les  bras  aa',  bh' 
sont  deux  droites  rectangulaires  cl  invariables  du  solide, 
les  forces  P  et  Q  qui  les  constituent  étant  indépen- 
dantes de  l'orientation  du  solide  et  formant  avec  R  un 
système  de  trois  droites  rectangulaires. 

Considérons  en  eÛêt  le  solide  dans  une  de  ses  posi- 
tions, rapportons-le  a  trois  axes  rectangulaires  Ox,  0_(-, 
Ozdont  l'unOz  soit  parallèle  à  la  résultante  de  transla- 
tion. Soient  x,_/,  z  les  coordonnées  d'un  point  etX,T,  Z 
les  composantes  de  la  force  qui  lui  est  appliquée.  Me- 
nons, dans  le  plan  xy,  deux  axes  rectangulaires  Oj/, 
Oy  ;  décomposons  les  forces  suivant  les  axes  Ox*,  Oy', 
O  j  et  soient  X',  Y',  Z'  les  composantes  de  la  force  ronsi- 
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dérée.  Si  id  est  l'angle  x'Ox,  nous  aurons,  par  des  for- 
mules connues, 

i  X'-      Xcos(o  +  Ysin<u, 
'"^  i  Y'=-XsiDii>-i-  Ycosu. 

Cela  posé,  les  forces  Z  ont  une  résuhanle  R  égale  à  la 
résultante  de  translation  et  appliquée  en  un  point  C  qui 
ne  dépend,  ni  de  l'orientation  du  solide,  ni  de  la  posi- 
lioH  des  axes  Ox',  Oy  ;  les  forces  X'  et  Y'  donnent  deux 
couples  dont  les  bras  ae/y  bb'  sont,  pour  une  valeur 
donnée  de  ù>,  des  droites  Gxes  dans  le  solide,  les  forces 
qui  les  constituent  étant,  {.'omme  ces  bras,  indépendantes 
de  l'orientation  du  corps.  Chercbons  sî  l'on  peut  clioisir 
<d  de  façon  que  aa',  bb'  soient  proportionnels  à 

SX' 37,     SX>,     SX'a 
pour  ao',  et 

2Y>,     SY>,     1Y'« 
pour  bV. 
Ces  droites  seront  donc  rectangulaires  si  l'on  a 

(i)  ^X'x^Tx -4-  SX>  EY> -4-  SX'3  E Y's  =  o. 

Posons 

ïYi  =  f.         ZYj-  =  m-,        lYi  =  n'; 
la  condition  (a)  s'écrit 
...    j  (ciïs*o>— 8[n'i.))(H'-4-OTm'-i-/in') 

Cette  équation  (3),  analogue  à  celle  qui  donne  les  di- 
rections des  axes  d'une  conique,  détermine  en  général 
un  système  rectangulaire  j/y'  et  un  seul.  C'est  ce  qui  a 
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lieu  si  les  quanlhës 

//' -t-  mm' -H  nn',        l' ■*■  «i« -+-  /i>—  /'  —  m'»  —  «'» 

ne  sont  pas  nulles  en  même  temps,  et  c'est  ce  que  nous 
supposerons  pour  le  moment. 

ao'  et  bb'  étant  ainsi  déterminés,  en  appelant  P  la 
force  du  couple  aa'  qui  est  appliquée  en  a,  Q  celle  du 
couple  bh'  qui  est  appliquée  en  b,  nous  pouvons  sup- 
poser que  les  trois  directions  P,  Q,  R  forment  un  trièdre 
trirectangle  satisfaisant  aux  conventions  ordinaires. 
Transportons  les  couples  parallèlcmenl  à  eux-mêmes,  de 
façon  que  a'  et  b'  viennent  en  C,  point  d'application 
deR;  nous  aurons  un  triangle  rectangle  ACB  invariable 
dans  le  solide  et  qui  le  détermine  complètement,  et 
tontes  les  forces  du  système  pourront  âtre  remplacées 
par  R  appliquée  en  C  et  les  deux  couples  (CA,  P) 
(CB,Q). 

Au  lieu  de  donner  au  corps  des  orientations  diverses, 
nous  pouvons  supposer  qu'il  demeure  Qxe  et  que  les 
forces  tournent  couvenablement  autour  de  leurs  points 
d'application.  Supposons  les  forces  R,  P,  P",  QiQ*  ame- 
nées dans  une  position  telle  que,  P,  Q,  R  étant  demeu- 
rées rectangulaires,  le  système  ait  une  résultante 
unique  et  cberchons  la  position  de  cette  résultante  dans 
le  corps.  Pour  cela,  prenons  pour  origine  C,  CA  et  CB 
pour  axes  desx  et  des_^,  et  pour  axe  des  z  la  perpendi- 
culaire au  plan  ACB  choisie  de  telle  sorte  que  le  trîèdre 
Cxyz  soit  superposable  au  trièdre  formé  par  les  direc- 
tions de  P,  Q  et  R. 

SoientCA  =  a,  CB  =  Aia,^,v,  «',  p',-]^,  a",  p",  fies 
cosinus  directeurs  des  trois  directions  P,  Q,  Rjor,^,  zles 
coordonnées  d'un  point  de  la  résultante;  X,  V,  Z  les 
composantes  d'une  force  égale  et  directement  opposée  à 
cette  résultante.  Si  nous  écrivons  que  les  six  forces  sont 
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en  équilibre,  nous  aurons  les  équations 
l  X-(-R«'=o, 

(  Z-t-RY'  =  o, 

3X~a:Z  — aPY  =  o, 
a:Y-j'X  +  oPp-*Qa'=o. 

La  condition  pour  que  la  résultante  existe  est  par 
suite 

éQ(f«'~«Y)-oP(  !?•-?/)=  o, 

ou,  en  tenant  compte  des  relations  connues  entre  tes 
neuf  cosinus, 

(6)  *Qfl-aP<r'=o. 

Cette  équation  (6)  étant  satisfaite,  les  équations  (5) 
se  réduisent  à  deux  qui  sont  les  équations  de  la  résul- 
tante, X,  Y,  Z  étant  remplacées  par  leurs  valeurs  tirées 
de  {4)>  Soient  ^  et  ^,  t\'  ci^'  les  coordonnées  des  points 
où  la  résultante  rencontre  respectivement  les  plans  zx 
et  zjr.  Nous  aurons,  pour  les  déterminer,  les  deux  sys- 
tèmes d'équations 

"'  I  RfS-oPp  +  6Q«'-oi 

Or,  si  nous  considérons  les  deux  groupes  d'équa- 
tions 
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nous  en  déduisons  les  deux  suivautes  : 


(i>) 
(1-^) 


Entra  les  quatre  équations  homogènes  (ti),  (7)  el(ii) 
nous  pouvons  éliminer  p,  a%-f  et  ^'';  de  même  enti-e  (6), 
(8)  et  (la)  nous  pouvons  éliminer^,  a',  y  elx";  il  existe 
donc  une  relation  entre  Ç  et  Ç,  de  môme  que  entre  V 
et  ÏJ',  c'est-à-dire  que  les  points  de  rencontre  de  la  ré- 
sultante avec  les  plans  zx  et  zy  décrivent  deux  courbes 
déterminées.  Les  équations  de  ces  courbes  s'obtiennent 
immédiatement  et  sont  les  suivantes  : 


î' 


6»Qi        a'F'  — 6»Q>  ■ 


R> 


Ce  sont  deux  coniques  ayant  pour  centre  le  point  C, 
l'axe  Cs  pour  ase  focal  ;  l'une  est  une  ellipse,  l'autre 
une  hyperbole,  les  sommets  de  l'une  sont  les  foyers  de 
l'autre  et  réciproquement.  C'est  le  théorème  de  Min- 
ding. 

Ceci  suppose  que  a*P* — è'Q^  n'est  pas  nul.  Or  la 
réduction  des  forces  parallèles  montre  immédiatement 
que 

a'P>  =  {ïX;p)>-H(EX7)«+(SX*)«, 
A>Q»  =  (2Yjr)*-(-(ïY^)»+(SYa)*. 

et  comme,  par  hypothèse, 

on  voitque,  si  l'on  avait  en  même  temps  a'P'=  è'Q', 
on  serait  dans  le  cas  où  l'équation  (3)  donne  une  infi- 
nité de  systèmes  de  directions  rectangulaires.    Dans  or 
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cas,  on  voit  <]uc  la  résultante  est  assujettie  à  rencontrer 
seulement  une  droite,  l'axe  C=. 


CONCOURS  D'ADMISSION  k  L'ÉCOLE  POLniCHNIOliK 
EN  1887  (■). 


Composition  de  Malkémaiiquet. 

Parmi  tontes  les  conique»  inscrites  dans  un  rectangle  donné, 
il  y  eD  a  toujours  deux  qui  passent  par  un  point  donné  A.  On 
demande  : 

I*  De  démontrer  que,  quel  que  soit  le  point  A,  les  deu^t  co- 
niques en  question  sont  toutes  deux  soit  des  ellipses,  soît  des 
hyperbole»,  soit  des  paraboles,  ces  courbes  pouvant  d'ailleurs 
appartenir  aux  variétés  évanouissantes; 

a*  De  déterminer  le»  régions  du  plan  pour  lesquelles  le 
point  A  détermine  des  ellipses  ou  des  hyperboles,  ou  des 
courbes  imaginaires; 

3°  De  trouver  le  lieu  du  point  A  pour  lequel  les  deux  ellipses 
correspondantes  ont  la  même  aire,  ou  des  aires  qui  sont  dans 
un  rapport  donné. 

Indiquer  un  moyeu  simple  pour  construire  ce  lieu. 

CbmpQiition  de  Géométrie  deteriptive. 

Un  cube  de  o'*,oS  de  cAté,  ayant  deux  de  ses  trois  directions 
d'arêtes  respectivement  perpendiculaires  aux  deux  plans  de 
projection,  on  considère  comme  indéfiniment  prolongées  : 
1*  l'arête  verticale  de  gauche  de  la  face  du  fond;  -x'  la  diago- 
nale de  la  même  face  qui  part  du  point  le  plus  haut  de  cette 
aréte;  3°  la  diagonale  parallèle  à  la  précédente  dans  la  face 
qui  se  trouve  en  avant. 

La  troisième  droite,  en  tournant  successivement  autour  des 
deux  autres,  engendrerait  un  hyperboloide  et  un  cylindre  que 


{•)  Sojels  donnés  à  quelques  élèves  qui  n'ont  pu  composer  que 
plus  tard. 
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l'on  suppose  remplis.  On  suppose  aussi  remplie  une  sphère 
de  o",!^  de  rayon  ayant  son  centre  au  point  de  rencontre  des 
deux  premières  droites.  Repr<5sentcr,  par  ses  projections,  le 
solide  commun  aux  trois  corps. 

IVota.  —  On  placera  la  projection  horizontale  du  centre  de 
la  sphère  à  o™,)}  au-dessous  de  la  projection  verticale,  à  0^,09 
au-dessus  du  centre  du  cadre,  sur  la  parallèle  au\  grands  eûtes 
menée  par  ce  point. 

En  fait  de  constructions,  et  en  dehors  de  celles  qui  se  rap- 
portent aux  points  remarquables,  on  ne  laissera  subsister,  dans 
le  tracé  à  l'encre,  que  la  détermination  d'un  seul  point  de  chaque 
courbe  et  celle  de  la  tangente  en  ce  point. 


ÉCOLE  FORESTIÈRE  (CONCOURS  DB  \m). 


1.  SI  a  et  6  sont  deux  nombres  premiers  entre  eux  :  t  di's 
deux  expressions  iia-i-a&et  iSa  +  5£,  l'une  étant  divisible 
par  19,  l'autre  l'est  également;  a°  elles  ne  peuvent  admettre 
d'autre  facteur  commun  que  19. 

2.  Trouver,  au  moyen  de  l'identité  de  la  division,  trois  équa- 
tions qui  permettent  de  déterminer  les  coefficients  du  reste  de 
la  division  d'un  polynfime  entier  par  le  produit 


où  a,  ^,  Y  sont  trois  quantités  distincte 

Résoudre  et  discuter  ces  équations,  1 

ditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 


3.  Une  droite  étant  donnée 

par   sus    projections,    trouver 

celles  de  sa  projection  sur  le  pi 

n  bissecteur  du  second   dièdre 

formé  par  les  plans  horizontal  e 

vertical.  Prouver  qu'elles  res- 

tent  les  mêmes  si  la  ligne  de  te 

rc  prend  dilTcrentes  positions 

parallèles  entre  elles,  les  donnée 

s  ne  changeant  pas  d'ailleurs. 
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Trigonométrie  et  calcul  logarithmique. 

i.  Calculer  les  côtés  cl  les  diagonales  d'un  parallélogramme 
doDl  OD  connaît  le  périmètre  ajo  et  l'angle  aigu  a  des  diago- 
nales, supposé  égal  à  l'angle  aigu  de  deux  côtés  adjacents. 

S.  On  donne  dans  un  triangle  une  médiane 


tics  angles  suivant  lesquels  elle  partage  l'angle  du  triangle 
u  sommet  duquel  elle  passe 

a  =  a7'34'i5'.6i,        p  =  Sg'Sa'aî'.S;; 

a  demande  les  trois  cdtés  et  les  trois  angles. 


COtGOlIRS  POUR  m  BOlinSES  lE  UCtNCI  (PimS,  (887). 


1.  Dans  un  plan,  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires,  on 
considère  le  système  des  courbes  définies  par  l'équatioD 

lï+^t  +  ai-HÔj'-H  Aa-HBi-HC  =  o, 

ou  A,  B,  C  sont  des  constantes  données,  a,  b  des  paramètres 
variables.  Démontrer  qu'à  chaque  point  M  du  plan  correspond 
un  point  M',  tel  qu^  par  les  deux  points  M,  M',  on  puisse 
faire  passer  une  infiaiié  de  cercles  S.  On  montrera  comment 
lu  coordonnées  de  l'un  s'expriment  au  moyen  des  coordonnées 
de  l'autre.  On  prouvera  que  la  droite  MM'  passe  par  un  point 
Hkc  I  et  que  le  produit  IM.IM'  est  constant.  Enfin,  on  cher- 
chera à  remplacer  la  définition  analytique  des  cercles  S  par 
une  définition  géométrique  qui  mette  en  évidence  les  pro- 
priétés qui  précèdent. 

3.  Les  constantes  A,  B,  C  étant  données,  on  propose  de  dé- 
I   A|,  B,,  C|,  de  façon  que   l'expression 


soit  le  carré  d'une  fraction  ri 
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lies  A,  B,  C  sont  s 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  EN  1887. 

(seconde  session.) 


Géométrie  o 


alytiqui 


On  donne  ileuv  axes  reclangulaires  Oa-,  O^,  un  point  A  sur 
037,  un  point  B  sur  0^  : 

1°  Écrire  l'équation  générale  de!s  paraboles  qui  passent  par 
les  trots  points  O,  A,  B.  Montrer  qu'en  général  il  passe,  par 
chaque   point   M  du  plan,  deux   de   ces   parabolex.  Trouver  le 

j  des  points  M   pour  lesquels  ces  deux  paraboles 


ù  il  n'ei 


t  indiquer  la  répon  du   plan  qui  c 
•elle. 


pai 


°  Trouver  le  lieu  des  points  M  tels 
aboie»  qui   y  passent  forment  entre 


;nt  les  points 


angle  donn^  ». 


I   paraboles 


3°  Trouver  te  lieu  du  point  de  chacui 
pour  lequel  la  tangente  est  parallèle  à  OA,  celui  du  point  o 
la  tangente  est  parallèle  à  OB,  celui  du  point  où  la  tangente 
est  parallèle  à  AB.  Ces  lieux  sont  trois  coniques.  Construire 
ces  coniques,  vérîlier  que  deux  quelconques  d'entre  elles  n'ont 
pas  de  point  commun  réel  à  distance  finie,  marquer  leurs  cen- 
tres D,  E,  P  et  comparer  le  triangle  DlilF  au  trian);le  OAB. 

\°  On  joint  l'origine  0  au  point  F,  centre  de  la  conique  lieu 
du  point  de  contact  des  tangentes  parallèles  a  AB,  et,  à  cette 
droite  OF,  on  élève  au  point  O  une  perpendiculaire  qui  ren- 
contre la  droite  AB  en  P.  On  demande  le  lieu  du  point  P 
lorsque,  le  point  A  restant  fixe,  le  point  B  parcourt  l'axe 
des^. 

Épure. 

On  donne  un  tétraèdre  régulier  ABCD  dont  la  base  ABC 
repose  sur  le  plan  horizontal  de  projection,  en  avant  du  plan 
vertical . 

Le  cAté  AR  de  cette  base  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre;  le 
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t  C  esL  en  avant  de  AB  par  rapport  à  la  ligne  de  terr>-. 
Le  aommel  D  du  tétraèdre  est  situé  eu-dessus  de  la  bûse  de  ce 
tétraèdre. 

L'arête  du  tétraèdres  une  longueur  de  o-.iôo;  le  cûté  AB 
de  la  base  est  à  o^jOSo  de  la  ligne  de  terre. 

On  considère  les  deux.  cAnes  suivants  : 

1°  Un  cûne  ayant  pour  sommet  le  point  A  et  pour  base  le 
cercle  inscrit  dans  le  triangle  BCD; 

3°  Un  cAne  ayant  pour  sommet  le  point  B  et  pour  base  le 
cercle  inscrit  dan^i  le  triangle  ACD. 

Cela  posé,  on  demande  de  déterminer  les  projections  de  l'in- 
tersection de  CCS  deux  cdnes. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  supposera  que  le  tétraèdre  est 
opaque  et  que  l'on  enlève  toule  la  partie  de  ce  corps  intérieure 
au  premier  cAne  et  aussi  toute  celle  intérieure  au  deuxième 
cône.  On  indiquera  les  constructions  nécessaires  pour  déter- 
miner un  point  quelconque  de  l'intersection,  sa  tangente  et  les 
points  remarquables  de  celle  intersection.  Ces  constructions 
seront  succinctement  expliquées  dans  une  légende  placée  au 
bas  de  la  feuille  de  dessin. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  Intérieur  ;  Intersection  de  surfaces. 

T'rendrc  la  ligne  de  terre  parallèle  aux  petits  côtés  du  cadre, 
à  égales  distances  de  ces  deux  côtés. 

Trigono  met  rie. 
On  donne  deux  côtés  d'un  triangle  et  l'angle  compris 

6^i583'",654. 
G  =  io8°53'5r>4i. 
Calculer  les  deu\  autres  anf^lcs,  le  troisième  côté  et  le  raviin 
du  cercle  ci 


Physique. 
On  donne  i'™  d'air  humide  à  la  pression  totale  o™,764,  à  la 
température  iS",  à  l'état  hygrométrique  J.  On  porte  cet  air 
à  5o°,  on  maintient  la  pression  totale  constante  égale  à  o'",76J, 
on  fournit  à  la  masse  d'air  assez  d'eau  pour  maintenir  constant 
à  50"  l'état  hygrométrique  égal  ù  |. 
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On  demande  : 

1*  Le  nouveau  volume  de  l'air: 

3"  Le  poids  d'eau  qu'il  aura  été  uécessalre  de  fournir. 
On  sait  que  la  force  élastique  maximum  de  la  vapeur  d'eau 
est,  à  15°,  F,i=  o^-oia?;  à  5o*,  F(0=o'",O9a. 
a  =  0,00367,  coefficient  de  dilatation  de  l'air; 
rt  le  poids  du  litre  d'air  see  à  0°  et  760"'=  1^,%^: 
£  la  densité  de  la  vapeur  d'eau  =  o,6aa- 

Chimie. 

I.  Analyse  de  l'air.  Décrire  : 
1°  L'expérience  de  Lavoisier; 

a°  Le  procédé  de  Dumas  et  Boussingault. 

II.  Quelles  sont  les  deux  méthodes  de  calcul  qui  permettent 
de  connaître  le  poids  de  i'^'  de  gaz  ammoniac,  en  faisant  usage 
de  nombres  choisis  parmi  les  suivants  : 

Équivalents!      H  =  i,  Équivalents  (        .     ~  ^' 

en  poids    I  \z  —  là.  en  volume  1 

'  (AzH>  =  4. 

H  =  0,0693, 


Densités  1 

(  Ai  =0,9714. 

Poids  du  litre  d'air ...      l'^.agî. 


CONCOURS  POUR  L'AGRÉGATION  DSS  SCISKCES  MATHÉMATIQIBS 

EN  4887  (■). 


Maihématiques  spéciales. 

L'énoncé  de  la  p.  434  (^oc.  ci(.)  est  incomplet;  entre  r°  et  a°, 
il  faut  intercaler  : 

La  conique  S  étant  une  ellipse  donnée  et  Z  uo  cercle  donné, 
trouver  l'équation  de  S'. 
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(   (9) 

Ed  deux  points  A  et  B,  situés  sur  une  m^me  horizontale 
à  a'  l'un  de  l'autre,  sont  fixées  les  deux  extrémités  d'un  fîl  pe- 
sant, homogène,  ilesible  et  inextensible  de  3"  de  longueur. 
Calculer,  avec  l'approximation  que  comportent  les  tables  à 
7  décimales,  les  angles  que  font  avec  l'horizontale  les  tan- 
gentes en  A  et  B  à  la  courbe  formée  par  le  fil. 

On  donne  deux  points  A  et  B,  et  l'on  mène  l'horizontale  CD 
perpendiculaire  à  la  droite  AB  en  son  milieu  C. 

On  prend  sur  cette  droite  un  point  D,  tel  que  le  triangle 
DAB  soit  équilatéral. 

Cela  posé,  on  considère  deux  cylindres  de  révolution  dont 
l'un  a  pour  axe  AD  et  passe  par  le  point  B,  et  dont  l'autre 
ayant  pour  axe  BD  passe  par  le  point  A. 

Bepréscntcr  le  solide  commun  à  ces  deux  cylindres. 

Dans  ce  qui  suit,  a  et  P  désignent  les  projections  sur  la  ligne 
de  terre  des  points  A  et  B. 

Le  point  a  est  au  milieu  de  la  feuille,  le  point  ^  à  droite 
de  a  à  4a""", 

aa'  =  65"-,         la  =  ig"",         ^b'  =  96-",         p*  =  80""°. 

La  droite  CD  prolongée  du  cAté  du  point  D  ne  rencontre 
pas  le  plan  vertical. 

On  joindra  à  l'épure  une  légende  explicative  de  la  méthode 
employée. 


SUB  LA  CONVERGENCE   BBS  SÉRIES; 

Par  m.  Erxest  CESARO, 
ProfesMar  â  rUoiversiti!  de  Palerme. 

Dam  toute  série  convergente,  le  produit  d'un  ternie 
pw  son  rang  ne  peut  tendre  vers  une  limite  différente 
de  zéro. 

Ann.  de  Mathémat.,  3-  série,  t.  VU  (Février  1888).  4 
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(5o) 
Ce  ihéorcmc  esL  uixliuairemciil  déinuiiiré  poui*  les 
séries  à  termes  positifs,  cl  la  démonstration  rst  foudée 
sur  la  divergence  du  la  série  harmoni<]ue.  Il  est  vrai  que, 
si  nu„  tend  vers  ).^o,  Un  Guîl  par  prendre  le  signe  de  X, 
el,  par  suite,  on  pourrait  so  borner  à  considérer  les 
séries  à  termes  positifs.  Mais  nous  préférons  exposer  ici 
une  démonstration  indépendanlc  de  toute  série  spéciale 
et  de  toute  hypothèse  sur  les  signes  des  termes.  RapjM.-- 
Joiis  d'abord  que  si,  pour  n  infini,  a„  tend  vers  une  li- 
mite, on  a 

(I)  ~(a,-i-ai  +  aj-!-...H-'2,.)  =  limn„. 

Il  en  résulte  que  l'on  peut  écrire 

lim  — (uj-t-2«j-+-  3«j-h-..-*-n«n)  =  X. 

D'auln:    part,    la    somme    k,  +  aH^-l-, .  .-»- n«„    peut 
s'écrire  ainsi 

S,-(-2(S,— S,  )  +  ...  + n(S„  —  S„_,) 
=  (n-M)S„  — (S|-i-S,-t-Si4-,..+  S„). 

Cons  équcmoient 

lirar/n-i^S»— -(S,-i-S,  +  ...-i-S„)l  =  X. 

Si  lu  série  est  convergenlit,  on  a,  en  vertu  de  (i), 

Iiiii-(S,-HSi  +  S3  +  ...-HS„)  =  IimS„. 

Donc  \^o. 

Rappelons  que  la  condition  lim  »»„  ^=  o  n'est  pas  su/- 
fisante  pour  la  convergence,  car  il  y  a  des  séries  diver- 
gentes qui  y  satisfont.  Elle  n'est  pas  nécessaire,  car  nu„ 
pourrait  osciller  au  lieu  de  tendre  vers  zéro.  Cependant 
clic  devient  nécessaire  pour  les  séries  dans  lesquelles  le 
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rapport  de  deux  Urntcs  cousécutifs  tend  vers  une  limite 
déterminée;  car,  si  nu,,  oscillait,  il  en  serait  de  même 

(le ^iî)  et,  partant,  de  -^^.  Remarquons  enfin 

que  la  condition  lîmnun^^X,  où  X^o,  est  suffisante 
pour  la  divergence. 

Le  caractère  de  divergence  que  nous  venons  d'obtenir 
a  plus  d'importance  qu'on  ne  lui  en  donne  dans  les 
Traités;  car,  toutes  les  fois  qu'il  permet  de  constaterla 
dîvei^ence  d'une  série,  on  peut  être  assuré  que  la  règle 
de  Duliamel  ne  saurait  tarifaire  autant.  Supposons, 
en  effet,  X  fini  et  ditlérent  de  léro.  On  a 


C'est  le  cas  de  recourir  au  théorèaie  de  Duhamel.  Soil 


c'est-à-dire 


(2> 

Considérons  la  série 

f]  =  Ui,  l>i=::  aUi —  «i,  l'j=  3ui —  a  H,,  .... 

évidemment  convergente,  puisque 

L'égalité  (a)  devient 

d'où 

lim«<.„=(.-(.)X. 

Mais  le  premier  membre  est  nul.  Donc  (i  —  }ji)À  =  o; 
puis  [A  =  I.  La  règle  de  Duhamel  ne  conduit  à  rien. 
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(5a) 
On  parvienl  au  même  résultat,  dans  le  cas  de  séiit 
à  termes  positifs,  en  partant  de  la  relation 


(3)  Mm  ^  a,  ittat...aa  =liinaB, 

qu'on  déduit  aisément  de  (i)  par  le  changement  de  a„ 

en  loga„.  Pour  a„=  ('  +  ^)  »  <>"  obtient 


Î^TïXr^ 


De  même,  jmur  a„=nu„y  on  trouve,  en  tenant  compte 
du  dernier  réâultat, 


liinnv^U|U|Ut...Un=  ^e 
D'autre  part,  si  l'on  fait 

dans  la  relation  connue 
on  obtient 


lim  n  v'ui  u,  U| . . .  u»  =  X  el' . 


Donc  [A  ^  I  - 

Inversement,  il  est  facile  de  se  convaincre  que  nua 
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(53  ) 
tend  vers  zéro  toutes  les  fois  <jue  les  règles  précédentes 
permettent  de  reconnaître  qu'une  série  est  convergente. 
En  nous  bornant  aux  séries    à   termes  positifs,    soit 
d'abord 

el  prenons  A  ■<  9  <;  i .  Il  doit  exister  un  nombre  fini  v, 
tel  que,  pour  n  ^v,  on  ait  toujours 


Doue,  pour  n  croissant  à  l'infini,  lim  ru„^  o.  En  se- 
cond lieu,  soit  ^  =:  I  ;  mais 

et  prenons  i<CV  <C  [*■  On  pourra  déterminer  v  de  ma- 
nière que,  pour  n  ^  v,  on  ai  t  toujours 


c  e»t-a-dire 


puis 


v«v         (v-Hî)Cv^-y-(-i)...{n-(-g,_,)" 


On  sait,  d'ailleurs,   que   le  second  membre  de  celte 
ioégalîté  est  le  produit  de 

(l-l-g)(2-Hg)...(v-Hy-i)    r(T+y) 

i.3..i...^  ni'' 

par  une  fonction  de  n,  qui  lend  vers  l'unité  [wur  n  iii- 
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(54) 
Uni.    Donc,  encore  une  fois,    à   cause  de  f  ^  i ,  on  a 
Mm  nu„=  o. 

Le  théorème  exprime  par  l'égalité  (i)  est  susceptible 
d'une  mile  généralisation.  Soil  t-i  +  f j  +  f»  +  •  -  -  une 
série  divergente,  à  termes  positifs.  Si  a„  tend  vers  une 
limite  a,  il  existe  un  nombre  v,  tel  que,  pour  n  >  v,  on 
ait  toujours 

e  étant  donné  à  l'avance  arbitrairement  petit.  Ou  un 
déduit 

Maintenant,  si  l'on  pose 

'^,1  =  ci,v,-i-  atVf*-.-  --i- anVn—  €i(i>,  +  Vt-\-..  ■••-  v„), 
on  obtient  par  addition 


puis 


Oonséquemment,  si  l'on  fixe  v  en  faisant  augmenter  n 
à  l'inBnî,  on  trouve 


Il  auflil  de  faire  Va'=  '  pour  retrouver  (i).  Cela  étanl. 
supposons  (juc 

tende  vers  une  limite.  On  trouve 
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pourvu  que  le  second  membre  existe.  Il  en  résulte  quo 
les  séries  divergentes,  pour  lesquelles  nu„  tend  vers  zéro , 
sont  moins  divergentes  qite  la  séiie  harmonique.  De 
même,  pour  Cn=  i,  on  trouve 


Par  suite,  les  séries  divergentes,  dont  le  ternie  gé- 
néraltend  verszéro,  sontmoins  divergentes  quelasérie 
I  H- 1  H- 1  + ....  Ici  il  convient  de  faire  remarquer  qu'on 
peut  rigoureusement  comparer  la  divergence  de  deux 
séries  eu  étudiant  le  rapport  des  sommes  des  n  premiers 
termes,  pour  n  inlini.  Lorsque  ce  rapport  a  une  limite 
finie  et  déterminée,  autre  que  zéro,  les  deux  séries  sont 
également  divergentes.  Ou  dit  que  la  première  série  est 
moins  divergente  que  la  seconde  lorsque  le  rapport  en 
question  tend  vers  zéro. 

Partageons  le  sysième  des  nombres  entiers  en  un 
nombre  fini  de  systèmes  Ai,  A3,  . . .,  A^,  et  supposons 
que  Ua  tende  vers  X,  lorsque  n  parcourt  A,.  Soient  res- 
pectivement n,'  et  Ti  le  noiubre  et  la  somme  des  entiers, 
non  supérieurs  à  n,  qui  appartiennent  au  système  A,-. 
Soit,  en  outre,  ra/  la  |irob.'ibllité  qu'un  entier,  pris  an 
liasard,  appartienne  à  Af.  On  a,  pour  n  inlini, 

lim—  =  CI  iiiii—  ■—  X 

D'autre  part, 
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(  M  ) 
Donc 

(4)  lim -(a, -t-oj +  ,..-(-  ««)  =  liTO|+  ).troj  +  ...+  >,oi,. 
On  démontrerait  de  même  que 

(5)  limy/a, a,  a]...aq=  17'^°'^?'-- ■*?'■ 

Reprenons  (4)  et  faisons-y  a„^nu„.  On  trouve  que 
l'on  lîoit  avoir 

pour  que  la  série  soit  convergente.  C'est  là  un  nouveau 
caraclère,  qui  pormet  de  constater  immédiatement  la 
divergence  de  certaines  séries.  Ainsi,  par  exemple,  on 
voit  au  premier  coup  d^œil  que  la  série 


est  divergente,  car  on  a  X,^ —  i,  t<i,=  |,  lorsque  n  esl 
divisible  par  3;  et  X^^  i,  t<;3:=  |,  lorsque  n  est  pre- 
mier avee  3. 

Nous  pouvons  même  énoncer  des  propositions  géné- 
rales, qui  olTreot  un  ecrtain  intérêt.  Considérons,  pai' 
exemple,  un  système  A,  constitué  par  une  suite  a,,  a^, 
dj,  ...  de  nombres  entiers,  croissant  à  l'infîni.  Soitra 
la  probabilité  qu'un  nombre  entier,  pris  an  tiasard,  ap- 
partienne au  système  A.  La  coudiiion  (6),  appliquée  à 
la  série 


(7.1 


«1  «1  flv 


donne  ci  =  o,  en  supposant  it„  ^  -  ou  bien  u„  =  o,  sui- 
vant que  M  appartient  ou  non  au  système  A.  Consé- 
quemmeni,  pour  que  la  séria  {'^)  soil  iiinvergente,   il 
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est  nécessaire  que  les  liénominateurs  soient  iiiftnimetit 
rans  parmi  les  nombres  entiers.  Cette  condilioii  ii'«st, 
pas  sulKisante.  Ainsi  la  série  (7)  est  convcrgenie 
lorsque  A  est  le  système  des  carrés  parfaits  :  elle  est 
divei^enie  lorsque  A  est  le  syslénie  des  nombres  pre- 
miers. Les  fréquences  de  ces  deux  systèmes  sont  inlini- 
tésimales  :  leurs  iuverses  deviennent  inlinies  comme  les 
fonctions  \/n,  logn,  respectivement.  Le  dernier  théo- 
rème est,  du  reste,  une  conséquence  immédiate  d'un 
tliéorème  de  Ditîchlet,  d'après  lequel  la  limite  de 


pour  e  =  o,  est  égale  à  13.  Or,  lorsque  la  série  (7)  est 
convergente,  la  limite  en  question  est  o.  DoncBj  =  o. 
Changeons  les  signes  de  certains  termes,  arliitraire- 
ment  choisis,  dans  la  série  harmonique,  ut  soit  tïi  la 
prohabilité  de  rencontrer  un  terme  négatif  dans  la  série 
obtenue 

Les  indices  des  termes  négatifs  coiistÎLuent  un  premier 
système  pour  lequel  on  a  X,  =  —  1 ,  m,^=ns.  Les  indices 
des  termes  positifs  eonsliluent  un  second  système,  pour 
lequel  Xj  =  i ,  roj  =^  i  —  ni.  La  condition  (6)  devient 


Conséquemment,  pour  que  la  série  (S)'soit  vonver- 
gente,  il  faut  que  les  termes  négatifs  v  soient  tout 
aussi  fréquents  que  les  termes  positifs. 

Faisons  une  inversion  de  termes  dans  la  série 

(9)  '-î  +  i-i  +  i  — ■■■ 

en  conservant  l'ordre  des  termes  de  même  signe,  Sup- 
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[losons  que  l'on  ait,  fl(>rc'S  riiivorsion,  //,  Icrtncs  posi- 
lifs,  suivis  (le  rii  leruics  iK'gatifs,  etc.  Soit 


^-n,^-n3-^..,^-n,f, 


ul  désigiious  par  ci   la  probaliilité  de  rcuconlrcr   uu 
terme  négatif,  de  sorte  que 


Tant  que  ni  est  dilléreiit  de  zéi-o  et  de  i ,  la  série  cou- 
sidérée  peut  éiro  convergente.   Remarquons,  en  eiret, 

(luo  nua  tend  vers 1  ou  bien  vers—; ,  suivant 

<|ue  Ua  est  négatif  ou  positif.  La  condition  (6)  est  donc 
vérifiée.  Pour  montrer  que  la  série  est  convergente,  re- 
niar<|uons  que  la  somme  de  ses  n  premiers  termes  est 

S„=H^„,+,,+.„+,^,,— iH,,+„,*, .,+;.„_, -JH„,.^„.+...+„^, 

où  H,,  représente  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la 
série  harm^tnique.  On  sait,  d'ailleurs,  que  celte  dernière 
somme  est  asymptotiquc  à  logn  +  C,  d'où  il  suit  que  S« 
est  asymptotique  à 

loga  -t-  ~ log  ",'     /''"^".'"'".""1."r~  ■ 


Conséquemment,  la  somnitt  tte  la  série  considérée  est 
égale  au  logaiiihme  naturel  de 


Wï- 


En  particulier,  si  l'on  vent  altérer  l'ordi-e  des  termes 
élans  (ji),  de  manière  à  obtenir  une   somme  nnltr.  on 
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Par  exemple, 

Si,  au  coniraire,  on  veut  nue  la  s«!rie  conserve  la 
somme  qu'elle  a,  il  faut  laisser  les  tannes  négaiifs  je 
succéder  aussi  fréquemment  que  les  positifs. 

H  est  remarquable  (juc  le  caractère  de  convergence 
exprimé  par  la  relation  (6)  soit  encore  applieablc  à  des 
séries,  pour  lesquelles  viennent  à  manquer  d'autres  ca- 
ractères importants.  Il  esl  d'abord  évident  que  le  rap- 
port de  deux  termes  conséeutils  oscille,  car  on  a 

,.     u.,*y        h 

lorsque  ii  parcourt  Aj,  en  prenant  seulement  les  va- 
leurs qui  sont  suivies, dans  le  système  total,  dénombres 
appartenant  au  système  Aj.  Soit  ts/j  la  fréquence  de  ces 
valeurs,  de  sorte  que 


La  formule  (à)  permet  d'écrire 

L'examen  de  cette  limite  ne  permet  donc  pas  de  constaLei- 
la  divergence  de  la  série.  Il  resterait  à  cberclier  les  con- 
ditions moyennant  lesquelles  on  serait  autorisé  à  étendre 
les  formules  (4)  et  (5)  au  cas  de  r  inûui.  Nous  nous 
en  occuperons  peut-£tre. 
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SUR  LA  TUfiORre  DE  L'ÉLIMINATION; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


Je  me  propose  de  faire  coimaitrc,  dans  ce  travail, 
une  nouvelle  niélliodt:  d'élimination  applicable  à  un 
nombre  (juclconque  d'équations  algébriques. 

Considérons  d'abord  deux  équations  algébriques 

des  degrés  respectifs  m  et  n.  Pour  résoudre  ces  deux 
équations,  on  peut  commencer  par  éliminer  x-^  à  cet 
elTet  on  'peut,  comme  je  l'ai  montré  dans  un  des  der- 
niers numéros  de  ce  Journal,  former  les  équations 
(a)  fi  =  o,        ^1=0,         ....        ?„_,  =  o, 

où  (pi  désigne  le  reste  de  la  division  du  o  par  '{',  ^ j  le 

i-esle  de  la  division  de  xi^,  par  ({(, Ces  équations  (2) 

fournissent,  par  l'élimination  de  jr,  a*,  .  .  .,  x™"',  la 
résultante  cherchée  que  j'appellerai 
(3)  R  =  o. 

Supposons  cette  équation  résolue^  si,  dans  les  équa- 
tions {3),  on  remplace _j'  par  une  des  racines  de  (3),  ces 
équations  feront  connaître  la  valeur  de  jc,  ou  plutôt 
les  valeurs  de  x,  x^,  . . .,  j:"~* ,  qu'il  faut  associer  à  U 
valeur  considérée  de  y  pour  avoir  une  solution  des 
équations  (  1  ) . 

Je  ne  discutera!  pas  les  équations  { 2);  jc  ferai  seule- 
ment observer  que,  si  l'équation  (3)  n'a  pas  de  solutions 
multiples,  ce  que  nous  supposerons,  les  valeurs  de  x, 
qu'il  faut  associer  à  chacune  des  racines  de  (3)  pour 
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furmci'  une  soluLÎuii  du  (i),  sont  des  fonctions  ration- 
nelles de  ^.  En  eflet,  les  équations  (2)  sont  du  premier 
degré  en  x",  x,  x^,  . .  -,  x"~',  cl  leur  déterminant  K 
est  nul  sans  (]ue  tous  ses  mineurs  le  soient;  car,  si  tous 
les  mineurs  de  B  étaient  nuls,  eu  appelant  M  l'un 
d'eux,  on  aurait 

dy  dy* 


et  -r-  serait  nul,  R  =  o  aurait  une  racine  multiple. 

Toute  valeur  de  x,  qui,  associée  à  une  racine  y  de 
R  ^  o,  fournit  une  solution  de  (1),  est  donc  une  fonc- 
tion rationnelle  des  coefiicienls  de  (a),  c'est-à-dire  de  r 
racine  de  R  =  o;  on  en  conclut  que  : 

Toute  fonction  rationnelle  d'une  solution  de  (i) 
s'exprime  rationnellement  en  fonction  d'une  racine  y 
rfe  R  =  o. 

Mais  toute  fonction  rationnelle  de  y  s'exprime  sous 
la  forme  d'un  polynôme  entier  de  degré  mn  —  1  en^, 
car  mn  est  le  degré  de  R  en^;  donc  ; 

Toute  fonction  rationnelle  d'une  solution  de  (1) 
peut  se  mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme  entier  de 
degré  mn  —  1  euj  racine  do  R  =  o. 

Cela  posé,  supposons  que  l'on  veuille  éliminer  xet^ 
CDirc  les  équations 


a  el  ^  ayant  la  même  signification  que  tout  h  l'heure 
et  y  désignant  un  polynôme  de  degré  p  en  x  ely.  Sup- 
posons d'abord  que  l'équation  (3)  n'ait  pas  de  solution 
multiple;  on  pourra  exprimer  '/_{x,y)  sous  la  forme 
d'un  polynôme  entier  en  y  de  degré  mn  —  i,  et  cela 
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Iticii  Tac  i  II*  m  eut,  i)uîs(|uc  x  poui  être  calcule'  cii  fonction 
de  y  au  inojen  dus  équations  (s);  on  exprimera  <lo 
niènie  y-f.  y^'/j  ■  •  •■,  ?■**"''/,.  •■■*  qi"  ponria  d'ailleurs 
se  taire  en  divisant  ces  quantités  par  R  el  en  les  rciu- 
plaçant  par  leurs  restes  dès  que  y^  aura  été  tat-mâme 
cxprîu)é  en  7'.  Soîl  alors,  en  faisant  in  =  w//i, 


t-cuj^--..-"- 


,    ^-ly_=Cn,-l 


Je  dis  (jue  le  déterminants  icodC),.  ..Cn-i.n-i  =  S 
sera  lu  premier  membre  de  la  résultante  des  équa- 
tions (4)-  En  elTcl,  appelons  (j^ijj'i),  (Xj,^»),  ..., 
(xcjt'o)  les  solutions  des  équations  (i)  et  désignons 
en  {<éiiéral  par  F/ ce  que  devient  la  fonelioii  F(x,^) 
quand  on  y  rrmplace  x  et  y  par  Xi  elj-,  ;  les  équa- 
tions (5)  ont  lieu  quand  on  y  remplace  ^  et_^  par  X( 
eiji,:ri  et  j-ï,  ....  Elles  montrent  alors  que  le  déter- 


I  7."    JgiZct     ■■ 
est  égal  au  produit  de  S  par 


produit  des  différences  des  racines  de  R  ^  o,  toutes 
distinctes  par  hypothèse.  Mais,  à  l'inspection  de  ce  dé- 
terminaut  (fi),  on  voit  qu'il  est  le  produit  du  détertni- 
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nanH7)  jiar  '/i/ï  ■  ■  -'/n;  ou  adoui: 


S  =  o  est  donc  bien  la  résultante  des  équations  (4). 

Maintenant,  supposons  que  l'équaliou  (3)  ait  une 
solution  multiple;  la  solution  que  nuus  allons  exposer  a 
cela  de  remarquable  qu'elle  fournira  ta  résultante, 
quelle  que  soït  la  déCnition  que  l'on  conviendra  d'en 
donner.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'équa- 
tion (3) 

R  =  o 

n'ait  qu'une  racine  multiple  et  que  cette  racine  soit 
double;  so\tya= ya_,  cette  racine:  on  pourra  en  débar- 
rasser R  =0.  SoitR'=  o  l'équation  qui  a  pour  racines 
/iij'a)  •  ■  ■  t  Tct-ïÎ  les  valeurs  de  x,,  Xa,  .  , . ,  Xa-a  se- 
ront rationnelles  cn_j'(,_j'a,  .  . .  .j'ej_î  respi^ctivemuni. 
Toute  fonction  rationnelle  de  Xi  et  yt  où  i  <^tï! —  1 
pourra  se  mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme  entier 
de  degré  "îj —  3  enj^o  s'  'o"  pose  alors 


on  prouvera,  en  suivant  une  méthode  analogue  à  celle 
dont  on  vient  de  faire  usage,  que,  si  l'on  désigne  par  T 
le  déterminant  2±noi<iti  ••  •"s-j  o-iiOn  aura 


sera  la  résultante  des  équations  (4)-  Si  Xa^i  =^a,  la 
résultante,  suivant  les  conventions  que  l'on  voudra  faire, 
sera 
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(<ii  ) 
car  l'une  et  l'autre  éq^uation  expriment  que  les  équa- 
lîons  (4)  ont  une  solution  commune. 

Xs.i  et  Xa  sont  racines  d'une  équation  du  second 
degré;  mais  il  est  clair  que 

ne  renfermera  pas  d'irrationnalités.  On  voit  sans  peine 
comment  il  faudrait  procéder  sî  K  i=  o  avait  plusieurs 
racines  multiples  d'ordre  égal  ou  supérieur  au  second. 
On  voit  aussi  comment  la  méthode  précédente  peut 
s'étendre  à  un  nombre  quelconque  d'équations  algé- 
briques; en  particulier,  s'il  s'agit  d'éliminer  Xj^V,  zenlru 
lus  quatre  équations 

des  degrés  respectifs  m,  n,  p,  y,  on  formera  la  résul* 
tante 

S  =  o, 

provenant  de  l'élimination  de  jr  et  y  entre  les  trois  pre- 
mières. Appelant  {Xi,j-,,  z,),  (x,,_Jî,  Zj),  ...  les  so- 
lutions communes  à  ces  équations,  on  formera 

que  l'on  exprimera  sous  forme  de  polynômes  entiers  de 
degré  mnp  —  i  cn"z.  Le  déterminant  des  coefficients  de 
CCS  polynômes  égalé  à  zéro  fournira  la  résultante. 

La  méthode  que  nous  venons  d'expusur  a  cet  avantage 
sur  toutes  celles  qu'on  a  données  jusqu'ici,  qu'elle  con- 
duit à  des  calculs  que  l'on  peut  à  la  rigueur  eirecluer, 
et  qu'elle  rouniit  une  résultante  dont  on  a  la  significa- 
tion précise. 

C'est  la  théorie  des  équivalences  algébriques  qui  m'a 
conduit  à  la  méthode  que  je  viens  d'exposer;  c'est  en 
s'appuyant   sur  celte  théorie  qu'il   conviendrait  de  la 
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présenter;  elle  gagnerait  ainsi  en  «légance,  en  simplicité 
et  surtout  en  généralité,  mais  elle  risquerait  de  rebuter 
les  élèves   de  Mathématiques  spéciales    pour  qui  ces 
lignes  sont  écrites. 

Je  ne  veux  pas  abandonner  ce  sujet  avant  d'avoir 
montré  comment  on  peut  profiler  des  théories  précé- 
dentes pour  calculer  les  fonctions  symétriques  des  solu- 
tions de  plusieurs  équations  algébriques.  Considérons 
les  trois  équations  ' 

(9)     19(J7, y,  s)  =  o.         ^(x, y.  s)  =  n,         y(.r. y.s)  =  o 


(J7,,7,.;i),     (3-i,r„ii) (^n,vn,5„i 

leurs  solutions  communes.  Le  calcul  d'une  fonction  sy- 
métrique revient  au  calcul  d'expressions  de  la  forme 

IHjri,  yi,z,). 

Supposons  donc  qu'il   s'sgissc  de  calculer  l'expression 

ô  désignant  une  fonction  entière  de  Ti,yi,  z,-;  posons 

(10)  l-tH2:,y,2)=o. 

Eliminons  x,  y,  z  entre  les  équations  (9)  et  (10)  eu' 
suivant  la  méthode  donnée  plus  haut;  le  résultant  en  t 
se  présentera  sous  forme  de  déterminant  et  la  fonction 
symétrique  28  sera  au  signe  près  le  coefficient  de  /°~' 
dans  le  développement  de  ce  déterminant. 


Ann.  de  Malhemat.,  3*  sjrîe,  t.  VII.  (Février  iSSS.) 
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SUR  U  PLUS  fiRANB  CMNIIN  DmSBDR  BB  KDX  POLYHMOS 

BNTIBRS; 

l'An  M.  E.  POMEY, 


Je  me  propose,  dans  cette  Note,  de  clierclier,  k  l'égard 
de  deus  polynàmes  entiers, 

1°  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  y 
et  g  aient  comme  plus  grand  commun  diviseur  un  po- 
lynôme de  degré  p\  a"  l'expression  explicite  de  ce  polj- 
nàme;  3"  les  quotienU  respectifs  Ak  f  &,  g^  divisés  ptr 
ce  polynôme. 

L'étude  de  ces  questions  peut  être  rattachée,  soit  au 
résultant  d'Euler,  soit  à  celui  de  Bezout-Caucliy  :  nous 
diviserons  cette  Note  en  deux  parties  se  rapportant  res- 
pectivement à  ces  deux  points  de  vue.  Nous  aurons 
d'ailleurs  recours,  dans  l'une  et  dans  l'autre  partie,  à 
un  théorème  fondamental  bien  connu,  mais  dont  nous 
rappellerons  la  démonstration. 

TuÉOEÈHE   FONDAMEKTAL.    LofSlfuil  Cxiste   deUX 

polynômes  entiers  u  et  e,  respectivement  de  degrés 
n  — p  et  m — p^  satisfaisant  à  l'identité 

(1)  u/4-«f  =  o, 

fet  g  ont  un  diviseur  commun  de  degré  au  moins  égal 

à  p. 

En  effet,  désignons  par  d  le  plus  grand  commun  di- 
viseur de  u  et  c,  ce  polyndme  d  pouvant  se  réduire  à 
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(«7) 
une  constante,  et  par  u,  6t  f,  les  quotîeats  de  u  ei  v 
divisés  par  d.  L'identité  (i)  peut  s'écrire  alors 

d^u,/ -h  ftff)^o, 

OU,  puisque  d  n'est  pas  identiquement  nul, 

D'après  cette  identité,  u,  divise  v,gf  mais  u,  est  pre- 
mier avec  C| ,  d'après  un  théorème  connu  ;  donc  il  di- 
vise g,  et  l'on  a 

(3)  fi^u,P, 

P  désignant  un  polynôme   entier.  Il  en    résulte,    par 
l'identité  (a), 

(4)  /^-fiP. 

Or,  f  et  g  sont  respectivement  de  degrés  m  et  n  ; 
u,  et  V,  sont  au  plus  des  degrés  n  — ^  et  m  — p.  Donc, 
d'après  (3)  et  (4), /  et  g' ont  «n  diviseur  commun  P  de 
degré  au  moins  égal  à  p. 


Prbmière  Partie. 

Définitions.  —  Désignons  par  Hg  le  déterminant 
d'ordre  m  +  n  formé  par  les  coefficients  de  x",  x', 
a:*,  . . . ,  3f+i-f  dans  les  polynômes  suivants  : 

afig,        x^s,         . . .,     x"-*g,     ar"-'^. 

Ou  a  ainsi,  en  supposant  des  zéros  à  toutes  les  places 
laissées  vides  en  dehors  des  deux  parallélogrammes  re- 
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couverts  )>ar  les  coefficients  a  et  h. 


Al     *)     ...     b„ 
b„    6|     i,     ...     b„ 


Rp  est  le  déterminant  d'Euler,  dans  lequel  on  a  seule- 
ment renversé  l'ordre  des  n  premières  lignes. 

Nous  supposons  m^n. 

Soit />  un  nombre  entier  inférieur  ou  au  plus  égala  n. 
Supprimons  dans  Rj  les  p  premières  et  les  p  dernières 
lignes  :  alors  les  p  dernières  colonnes  ne  contiennent 
plus  quedes7.éros;  en  les  suppi-îmatit  également,  il  reste 
un  tableau  rectangulaire  que  je  désigne  parT^. 

Si  l'on  supprime  les  p  premières  colonnes  de  ce  ta- 
bleau T;,,  il  reste  un  tableau  carré,  dont  j'appelle  R^,  le 
déterminant  des  éléments.  On  voit  en  somme  que  R^  se 
déduit  deRo  en  y  supprimant  les  ^premières  et  les/? 
dernières  lignes,  ainsi  que  les  p  premières  et  les  p  der- 
nières colonnes. 

Soit  i  l'un  des  nombres  entiers  t,  a,  . . .,  p.  J'ap- 
pelle Rp,  f  le  déterminant  déduit  de  Kp  en  y  rempla- 
çant la  première  colonne  par  la  colonne  qui,  dans  le 
tableau  Tp,  occupe  Je  rang  i. 

Je  désigne  par  D^  le  déterminant  obtenu  au  moyen 
de  Rp,  en  ajoutant  à  sa  première  colonne  multipliée 
par  xP  tes  p  premières  colonnes  dn  tableau  T^,  res- 
pectivement multipliées  par  x*,  x',  r",  . .  -,  xP~K 

J'appelle  enfin  V„_p_,  et  Vm_p_,  les  deux  détermi- 
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naots  obtenus  en    remplaçant  successivemeDt  la  pre- 
mière colonne  de  Rjj  par  celles-ci 


Ces  détiaitions  étant  posées,  nous  allons  établir  plu- 
sieurs leoimes  importants. 

Lemme  I.  —  L'expression  développée  du  poly- 
nôme Dp  est 

D^s  Rp_iXO-h  Rp,,a''-t-..  .-H  Rp.par"-»-*-  RpiP. 

En  eâet,  d'après  sa  définition,  D^  est  la  somme  de 
p  +  1  déterminants  (jut  se  déduisent  de  R^  en  y  rem- 
plaçant successivement  la  première  colonne  par  les 
p  ■+■  1  premières  colonnes  de  T^,  respectivement  mul- 
tipliées par  x*,  x' ,  x',  . . . ,  xP.  Or  ces  déterminants 
sont  précisément  ct;ux  qu'on  a  désignés  plus  haut 
parR,^(-(i  =  I,  3,3,  ...,^)  et  R^,  et  qu'on  a  multipliés 
respectivement  par  x",  x' ,  x',  ...,  xP,  ce  qui  dé- 
montre le  lemme. 

Lemme  IL  —  On  a  identiquement 

En  effet,  D^  ne  cbange  pas  si  l'on  ajoute  à  sa  pre- 
mière colonne  les  suivantes  respectivement  multipliées 
para:'^',  x'"*"^,  ...,  x""*"""'.  Les  éléments  de  sa  pre- 
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mîère  colonne devienoeot  ainsi 
afo-p-iy^     ..-,    »'/'    *°/i    i^^i    ^'ff-     ■•  ■!    x"-p-^g. 
Cette  colonne  peut  s'ccrire  sous  la  forme  suivante  : 


,-.J  -H  o 

«■ 

ar'/+o 

<^ 

a^/+o 

g 

o./  +  a:«y 

o./+:r 

g 

On  voit  alors  que  Hp  est  la  somme  des  deux  détermi- 
nants obtenus  en  remplaçant  la  première  colonne  de  Rj, 
successivement  par  les  premiers,  puis  parles  seconds 
termes  des  éléments  binômes  <ju'on  vient  d'écrire.  Ces 
déterminants  contiennent  en  facteur,  l'un  f,  l'autre  g, 
et  l'on  voit  que  les  multiplicateurs  defet  g  sont  les 
déterminants  désignés  par  la  notation  V„_p_, ,  \„_p_, , 
ce  qui  démontre  l'identité  annoncée. 

Lemhe  m.  —  Lorsque  p  est  inférieur  à  n^  les  poly- 
nômes \}M-p-iy  V„_p_,,  ordonnés  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  x,  ont  respectivement  pour 
premiers  termes  h„^p+ix"~i^' ,  — a^R,^,  j^~'~*. 
Lorsque  p  est  égal  à  n,  le  premier  de  ces  polynômes 
est  identiquement  nid,  le  second  se  réduit  à  (An  )""""', 
en  sorte  qu'on  a  U_(  ^  o  «(  V„_„_,  =  (Ôb)'""""'. 

En  elTet,  supposons  d'abord  p<:^n.  En  développant 
U„_p_,  par  rapport  aux  éléments  de  sa  première  co- 
lonne, on  obtient  un  polynôme  entier  en  x,  ordonné 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes,  dont  le  pre- 
mier terme  est  de  degré  n  —  /j  —  i .  Le  coefficient  de 
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ce  terme  e>t  le  déterminant  qu'on  déduit  de  R^  par  ta 
suppression  de  sa  première  ]tgne  et  de  sa  première  co- 
loDne.  Or  la  dernière  coloune  de  R^  a  évidemment  pour 
premier  élément  a„  ;  les  éléments  suivants  sont  des 
zéros,  sauf  le  dernier  qui  est  &„-  ^^^  conséquent,  en 
supprimant  la  première  ligne  de  Rp,  l'élément  a„,  qui 
6guraiten  tète  de  la  dernière  colonne,  se  trouve  sup- 
primé, et  la  dernière  colonne  du  déterminant  obtenu 
par  la  suppression  de  la  première  ligne  et  de  la  pre- 
mière colonne  de  R^,  se  compose  d'éléments  nuls,  saut 
le  dernier  qui  est  b„\  d'ailleurs,  si  l'on  supprimait  en- 
core cette  colonne,  ainsi  que  la  dernière  ligne,  le  déter- 
minant restant  serait  Rp+i.  Le  coeflicîent  de  x"~'~'  est 
doue  un  déterminant  qui,  développé  par  rapport  aux 
éléments  de  la  dernière  colonne,  se  réduit  à  ^nR^i+i  ■ 

De  même,  en  développant  \m-p-i  par  rapport  aux 
éléments  de  sa  première  colonne,  on  obtient  un  poly- 
n6me  entier  en  x,  de  degré  m  —  p —  i;  dans  ce  déve- 
loppement, c'est  le  terme  relatif  au  dernier  élément  de 
la  première  colonne  qui  a  le  plus  haut  degré.  Or  cet 
élément,  x""'""' ,  occupe  le  {m-\-n  —  ipY""  rang 
dans  la  première  colonne.  Le  terme  qu'il  fournît  est 
donc  ( — 1)™+"-'?+' j;"-"-' S,  en  désignant  par  8  te 
déterminant  déduit  de  R^  par  suppression  de  sa  pre- 
mière colonne  et  de  sa  dernière  ligne.  Mais  la  demièiv 
colonne  de  Rp  ayant  pour  premier  élément  Om  et  pour 
dernier  élément  b„,  tandis  que  tous  les  autres  sont 
nuls,  on  voit  que  la  dernière  colonne  de  S  a  pour  pre- 
mier élément  a„  et  que  tous  les  autres  éléments  de  cette 
colonne  sont  nuls  ;  d'ailleurs  cet  élément  n„  occupe 
dans  ta  première  ligue  le  {m-\-n  —  a/;  —  ,y™»  rang; 
enfin  le  déterminant  obtenu  en  supprimant  dans  S  la 
première  ligne  et  la  dernière  coloune  est  Rp+i  '•,  par 
snile,  on  a  S  =:  ( — i  )'"+"' V  n„  R^^^, ,  en  sorte  que,  fina- 
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leuienl,  le  lerme  du  plus  haut  degr4  dans  \m-p~i   est 

(_  ,)ii«+B-ïp)+i  a„  Rp+,  a-"-"-',     ou    —  a™  Rp^,  x^^-p-'  . 

Supposons  maintenant /)  =  n.  D'après  la  définition 
de  Un_p_i,  la  première  colonne  de  ce  déterminant, 
pour  p^n,  n'a  que  des  éléments  nuls,  au  nombre  de 
m — n.  Par  suite,  le  poljndme  U„|  est  identiquement 
nul. 

Quant  à  \m~p-i,  ^^  première  colonne,  dans  l'hypo- 
thèse />  =  n,  a  pour  éléments  x*',x',x',  • .  .,x"~"~'. 
Or  Rj,  est  te  déterminant  d'ordre  m  —  n  suivant 

I  *" 


■   6» 


tous  les  éléments  placés  au-dessus  de  la  diagonale  prin- 
cipale étant  nuls.  V„.„_,,  par  définition,  se  déduit 
de  Rj,  en  remplaçant  sa  première  colonne  par  les  élé- 
ments qu'on  vient  de  citer;  c'est  donc  le  déterminant 
d'ordre  m  —  n  suivant  : 


Lbhhe  IV.  —  Lorsque  f  et  g  ont  pour  plus  grand 
commun  diviseur  un  polynôme  de  degré  p,  le  déter- 
minant Rp  est  différent  de  zéro. 

Dans  le  cas  où  p  est  égal  à  n,  on  a  immédiatement 
Rp^  Rn=  {h„)'"~"  :  ce  déterminant  est  donc  différent 
de  zéro. 

Supposons  maintenant  p  inférieur  à  n. 

Je  vais  démontrer  que,  dans  ce  cas,  si  R^  est  nul,  le 
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plus  grand  commun  diviseur  d  de  fet  g  n'est  pas  de 
degré  p,  on,  ce  qui  revient  évidemment  au  même,  que 
dans  l'hypothèse  R^=  o,  si  Q  n'est  pas  de  degré  infé- 
rieur à  p,  il  est  nécessairement  de  degré  supérieur  à  ce 
nombre. 

Supposous,  en  effet,  R^  nul.  D'après  la  délinitton  de 
ce  déterminant,  on  a 


formule  valable  pour  toute  valeur  de  p,  eu  faisant  la 
convention  que  tons  les  éléments  a  ou  â  alTectés  d'un 
indice  négatif  ne  sont  pas  autre  chose  que  des  zéros. 

Multiplions  la  première  colonne  de  Rp  par  x^,  et 
ajoutons  à  cette  colonne  les  suivantes  multipliées  res- 
pectivement par  x^',  xP'*'*,  ...,  x'^'*'''~P~^.  On  ob- 
ùent  de  la  sorte  un  nouveau  déterminant  R  qui  est  égal 
à'RpX'';  par  conséquent  R  est  nul,  et  il  y  a  entre  les 
•  éléments  de  chaque  colonne  de  R  une  même  relation 
'  lÎDéaire  et  homogène,  dans  laquelle  les  coefUcients  ue 
sont  pas  tous  nuls  :  nous  allons  écrire  cette  relation,  en 
paniculier,  à  l'égard  des  éléments  de  la  première  co- 

D'après  la  façon  dont  on  déduit  R  de  R^,  on  voit 
qu'un  élément  quelcouque  flp_x  pris  parmi  les  n  —  p 
premiers  éléments  de  la  première  colonne  de  R^  et  un 
élément  quelcouque  bp_ y,  piis  parmi  les  m  —  p  der- 
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oien  de  cette  colonne  sont  respectivement  remplaces 
dans  R  par  les  éléments  polynômes  suivants  : 

Al  ^  ap-xxp-i-  Op-i-^x  xi^'  -f- . . .+  fl„x«*>, 

Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  i  un  entier  inférieur 
à  /),  on  a 

Xi^=  x'{ap-iXP-'-^.  ..-i-a„x") 

ou,  en  désignant   par  A^_(,i  un  polynôme  de  degré 
p —  I  au  plus, 

(I)  Kt^xi/-k^u- 

D'autre  part,  si/  désigne  un  entier  égal  ou  supérieur 
à  p,  on  a 

kj-^xJiap-jxP-i^...+  a„x-') 
^  xJ {aa-i'  a^x  -k- . . .+  a^x'"), 

puisque  les  a  aflectés  d'indices  négatifs  sont  nuls,  et, 
par  suite, 

{*)  kj^xJf. 

D'après  les  formules  (i)  et  (2),  on  peut  donc  poser, 
d'une  façon  générale,  que  X  soit  inférieur,  égal  ou  supé- 
rieur à  p, 

(î)  Ax^xV-Ap^.x, 

en  appelant  Ap_,,i  un  polynôme  de  degré  p —  1    an 
plus,  qui  peut  être  identiquement  nul. 

On  démontre  exactement  de  même  qu'on  a 

<4)  h^^xv-g  —  ^p-,,^, 

où  Bfi_i,^  désigne  un  polynôme  qui,  s'il  n'est  pas  iden- 
tiquement nul,  est  au  plus  de  degré  p  —  i . 

Il  résulte  alors  des  formules  (3)  et  (4)  que  la  rela- 
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bon  identique  qni  existe  entre  les  éléments  de  la  pre- 
mière colonne  de  R  peat  s'écrire 

OU  bien 


nA,,- 


2  p»"'- 


les  diverses  valeurs  des  coerficienls  <i>  et  ^^  n'étant  pas 
toutes  nulles. 

Supposons  alors  qu^  le  plus  grand  couiinun  diviseur  0 
iefel  g  ne  soït  pas  de  degré  inférieur  à  ^;  0  est  donc 
de  degré  supérieur  à  p — i.  Or  il  divise  le  premier 
membre  de  l'identité  (5),  comme  diviseur  commun  à  y 
et^;  par  suite,  il  divise  le  second  membre;  mais  celui-ci 
est  de  degré  p  —  i  au  plus,  puisque  les  divers  poly- 
nômes A^_i_i,B;,_i,ji  sont  au  plus  de  degré//  —  i,  quand 
ils  ne  sont  pas  identiquement  nuls;  doue,  0  étant  de 
li^é supérieur  à  p —  i,  le  second  membre  de  (3)  est 
identiquement  nul.  Alors  cette  identité  se  réduit  à 


(6) 


/  2 


•-«■  2  Pc*^^"- 


Observons  que,  l'entier  p  étant,  dans  l'hypothèse  ac- 
tuelle, au  plus  égal  à  l'entier  non  négatif  n  —  i ,  aucune 
des  diverses  valeurs  que  prennent  X  et  [ji  dans  (6)  n'est 
négative,  et  que,  par  conséquent,  les  coefQcients  de  y 
el  g  dans  cette  identité  sont  des  polynômes  entiers  en  x. 
D'ailleurs  ces  polynômes  ne  sont  ni  l'un   ni   l'autre 
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ideutiquement  nuls  :  en  effet,  l'évanouissement  de  l'un 
d'eux  enlraincrak,  en  vertu  de  l'identité  (6)  elle-même, 
l'évanouissement  de  l'autrtr,  puisque  ni  /"  ni  ^  n'est 
identiquement  nul;  mais  alors  toutes  les  valeurs  des 
coefficients  a^,  ^^  seraient  nulles,  contrairement  h  ce 
qu'on  a  établi  plus  haut. 

Eu  résumé,  l'existence  de  l'identité  (6),  dans  les  con- 
ditions que  nous  venons  de  préciser,  prouve  qu'il  y  a 
deux  polynômes  entiers  u,  v  non  évanouissants,  dont  les 
degrés  respectifs  sont  au  plus  égaux  à  n  — p — i  et 
ni — p  —  I,  qui  satisfont  a  rideniiié  u/+  vg  ^o.  Par 
conséquent,  d'après  le  tliéorème  fondamental  démontré 
au  début  de  cette  Xoie,  6  est  au  moins  de  degré  />  +  i, 
c'est-à-dire  de  degré  supérieur  à  p. 

Il  est  donc  prouvé  par  ce  qui  précède  que,  lorsque  R^ 
est  nul,  si  0  n'est  pas  de  degré  inférieur  à  p,  il  est  de 
degré  supérieur.  L'existence  d'un  plus  grand  commun 
diviseur  de  degré  p  est  donc  incompatible  avec  la  condi- 
tion Rp  =  o  :  elle  exige  qu'on  ait  Rp  ^  o. 

Ces  lemmes  préliminaires  vont  nous  permettre  de  dé- 
montrer très  simplement  quatre  théorèmes,  dont  les 
deux  premiers  fournissent  chacun  individuellement, 
sous  des  formes  différentes,  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  le  plus  grand  commun  diviseur  H 
Aefelg  soit  de  degré  p^  le  troisième  donne  explicite- 
ment l'expression  de  ce  polynôme  6,  enfin  le  dernier 
donne  les  quotients  dey  et  g  divisés  par  6. 

Théorème  I.  —  Pour  que  le  plus  grand  coirunaa 
dwiseur  6  def  et  g  soit  de  degré  p,  il  faut  et  il  su^ 
que  l'on  ait 

R,.-i,i  =  Rp-i,i  =  ...=  Rp-i,p-i~Rp-t  =  o        et       R;,§o. 

En   effet ,   supposons   que    6    soit  de    degré  p.  Le 
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letume  IV  moutre  déjà  qa'on  a  Rp  ^  o.  D'autre  part, 
changeons  peu  p  —  i  dans  les  identités  du  Icmme  I  et 
du  lemme  II,  celles-ci  deviennent 


(0 


,,ir«-t-Rp_,,ir'-i-.. 


(1)  D^,F=U„^;,/-(-V„_p^. 

En  vertu  de  l'identité  (a),  6  qui  divise^ et  g;  divise 
aussi  D^_,,  ce  qui  exige  que  ce  dernier  polynôme  soit 
identiquement  nul,  puisqu'il  est  de  degré  p~i  au  plus, 
tandis  que  Q  est  do  degré  p.  Mais  alors,  d'après  (i), 

Rp_,  =  R^,,,  = . . .  =  Rp-i.p-,  =  Rp-,  =  o. 

Les  conditions  énoncées  sont  donc  nécessaires. 

Réciproquement,  supposons  ces  conditions  remplies. 
D'après  (i),  Dj,_,  est  identiquement  nul,  et,  par  suite, 
d'après  {3),  on  a 

Or,  d'après  le  lemme  III,  les  termes  de  degrés  n  — p 
et  m  —  p  dans  Via-p  et  V„_p  ont  pour  coefBcients  res- 
pectifs £„Rp,  —  a^Kp.  Mais /(„  et  b„  sont  essentielle- 
ment difTérents  de  zéro,  d'autre  part  Rp  est  aussi  diffé- 
rent de  zéro,  puisqu'on  suppose  remplies  les  conditions 
indiquées  par  l'énoncé  5  donc  \Jn  -p  et  \m-p  sont  exac- 
tement des  degrés  marqués  par  leurs  indices.  Alors,  en 
vertu  du  théorème  fondamental  établi  au  début  et  de 
l'identité  (3),  le  degré  de  Q  est  au  moins/).  D'ailleurs, 
à  cause  de  l'identité  du  lemmie  II,  6  divise  D^,  qui  n'est 
que  de  degré  p  an  plus  ;  le  degré  de  6  ne  peut  donc 
Être  supérieur  à  p,  à  moins  que  Dp  soit  identiquement 
nul,  ce  qui  exige,  d'après  le  lemme  I,  qu'on  ait  en  par* 
liculierR^=  o,  résultat  contraire  à  l'une  des  conditions 
qu'on  suppose  remplies.  Par  conséquent,  6  est  exacte- 
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ment  de  degré  ^,  et  les  conditions  énoncées  sonisoffî- 
santes. 

Théorème  II.  —  Pour  que  f  et  g  aient  un  plus 
grand  commun  diviseur  6  de  degré  p,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'on  ait 

R,=  Ri  =  R,  =  ,..=  Rp_i  =  o         el         RpSo. 

En  eSet,  soit  p  le  degré  de  0.  Chacun  des  poljndmes 
D«,  D, ,  Di,  .. .,  0^.1  est  divisible  par  Q,  d'après  les 
identités  qa'on  déduit  de  celle  du  lemme  II  en  rempla- 
çant p  successivement  par  o,  i ,  3 ,  . . .,  p  —  i ;  tous  ces 
polynômes  sont  de  degré  inférieur  à  p  :  donc  chacun 
d'eux  est  identiquement  nul.  En  particulier,  les  coeffi- 
cients de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  ces  poly- 
nômes sont  nuls;  or  ces  coefficients  sont  Rg,  R|,Rg,  ., ,, 
R/i-i  •  Enfin,  le  lemme  IV  a  eu  pour  objet  de  démontrer 
la  condition  Rp^  o.  Les  conditions  énoncées  sont  donc 


Réciproquement,  supposons  qu'on  ait 

(«)  R,  =  o    pour    i<p        et        R,?o. 

Soit  q  le  degré  de  H  ;  d'après  la  partie  directe  qui  vient 
d'être  démontrée,  on  a 

(P)  R(  =  o    pour    i<q,        et        R^go. 

La  coexistence  des  conditions  (a)  et  des  condi- 
tions {^)  entraine  évidemment  la  condition  i/^p\ 
le  degré  de  0  est  donc  p  et  les  conditions  énoncées  sont 
suffisantes. 

TntoitfeifB  III. —  Lorsquef  et  g  ont  pour  plus  grand 
commun  diviseur  B  un  pofynômede  degrép,  ï  est,  à-  un 
facteur  constant  près,  le  polynôme  Dp  dont  l'expres- 
sion développée  est  fournie  par  le  lemme  i. 
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En  eâ'ei,  le  terme  du  plus  haut  degré  de  D^estR^j:'', 
d'après  le  lemme  I.  Eu  vertu  du  Icmme  [V,  R^  est  dif- 
férent de  zéro.  Donc  D,,  est  exactement  de  degré  p; 
mais,  d'après  l'identité  du  lemme  U,  il  est  divisible 
par  6,  qui,  par  hypothèse,  est  lui-même  de  degré  p. 
Par  conséquent,  9  ue  diflière  de  D^  que  par  un  facteur 
indépendant  de  x. 

Jiemarçue.  —  Lorsque  p  est  égal  à  n,  le  lemme  II 
donne 

Or,  le  lemme  III  apprend  que  U_,   est  identiquement 
nul  et  que  Vn»_n_i  se  réduit  à  (&„)™~"~'.  On  a  donc 

D„s(ft„>™-'<->y. 

S  n'est  donc  autre  chose  que  g,  ainsi  que  cela  était  évi- 
dent a  priori. 

Théorème  IV.  —  Lorsque  le  plus  grand  commun 
diviseur  9  defetgest  de  degré  p,  les  quotients  de J 
et  g  divisés  par  %  sont  respectivement  ^y  m- py  — HUn_j., 
en  désignant  par  H  une  constante  qui,  si  Von  prend 
h  ^  Dp,  a  pour  valeur 


-iiï- 


En  eâet,  on  a,  par  application  des  lemmes  I  et  II, 

Dp_,3Rp_i,,ar<i+Rp_,,,ii-f-...-f-R^,^p_,a;i>-» 
+  Rp_,  ar/- '  ^  U,,p/ -t- V™-p  ff. 

Le  polynôme  6  de  degré  p,  divisant  _/*  et  g,  divise 
donc  Vp_t  :  or  celui-ci  n'est  que  de  degré  p  —  i  au 
plus;  il  est  donc  identiquement  nul  et  Ton  a,  par  suite, 

(1)  U^p/+V„-pf  =  o. 

D'ailleurs,  d'après  le  lemme  III,  les  polynômes  V„^p, 
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ym-p  ont  respectivement  pour  termes  de  d^rés  les  plus 
élevés  è„^pX"~P,  • — a^Rp^:""'  el,  par  conséquent,  en 
vertu  de  la  condition  essentielle  ambn^oet  de  la  con- 
dition Rp5  o  l^i  résulte  du  lemme  IV,  ils  sont  exacte- 
ment des  degrés  n  — p  et  m  —  p. 

Soient  alors  tp  et  f  les  quotients  obtenus  en  divisant 
yet  g  par  6.  L'identité  (i)  peut  s'écrire 

ou,  puisque  Q  n'est  pas  identiquement  nul, 

■    (^)  li„..;.<f-^V„...^Y^"- 

D'après  (a),  <f  divise  ym^pf,  mais  il  est  premier 
avec  Yj  dont  il  divise  V„_p  et,  par  conséquent,  f  et 
Vb,_p  étant  tous  deux  de  degré  m  —  p,  on  a 

(3)  ?  =  HV„_,„ 

en  désignant  par  H  un  facteur  indépendant  de  x.  En 
tenant  compte  de  (3),  la  n^ation  {2)  donne  alors 

(4)  i^^nv„-p. 

Si  l'on  prend  0  ^  T)p,  le  polynôme/,  identique  à  cpO, 
est  identique  à  îiDp\m-p  et  a,  par  suite,  même  terme 
de  degré  m  que  lui,  ce  qui  donne 

doù 

<"  «=-(iç)'- 

Les  formules  (3),  (4)  et  (5)  démontrent  le  théorème. 
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Seconde  Partie. 

Définitions.   —   Soient  encore  les 'deux  polynômes 
entiers 

/■  =  <tB-(-ttiarH -^-a„x"; 

g  ^  ba-h  b\X  -^~ . .  .-^-  bnX", 
m  étant  supérieur  ou  égal  à  n. 
Posons 


p  désîgnaut  un  nombre  entier  au  plus  égal  à  n,  avec  la 
convention  g„  ^  o. 

Appelons  cij  le  coefBcient  de  x^'  dans  le  polynôme 
entier 

etr«  le  déterminant  d'ordre  m  suivant 


&e     6,      bt     b„ 

f'd  est  le  résultant  de  Bezout.  Les  coeHîcients  cij  y  oc- 
cupent un  rectangle,  et  les  coefticients  A  un  parallélo- 
gramme en  dehors  desquels  nous  supposons  des  zéros  à 
toutes  les  places  laissées  vides. 

Supprimons  dans  /■„  les  p  premières  lignes;  il  reste 
alors  un  Tableau  riictangulairu  (jue  nous  désignerons 
par  tp. 

Ann.  <k  Afalhémal..  V  «iTie.  l.  VIF.  (février  iSSS.)  (i 
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Si  l'on  supprime  les  p  premières  colouiies  de  tp,  il 
reste  un  Tableau  carré,  donl  nous  appelons  )-p  le  déter- 
minant des  éléments.  On  voit,  en  somme,  que  i-p  se  dé- 
duit de  /'o  en  y  supprimant  les  p  premières  lignes  et 
les  p  premières  colonnes. 

Soit  l'I'un  des  nombre.i  i,  a,  3,  ..., /j.  J'appelle  Cp^, 
le  déterminant  déduit  de  tp  en  y  remplaçant  la  pi-e- 
mièrc  colonne  par  l.i  colonne  qui,  dans  le  Tableau  1^, 
occupe  le  rang  i. 

Je  désigne  par  dp  le  déterminant  obtenu  au  moyen 
de  rp  en  ajoutant  à  sa  première  colonne  multipliée 
par  Xp  les  p  premières  colonnes  du  Tableau  tp  respecti- 
vement multipliées  parx",  x*,  x^,  .  ■ .,  xP~* . 

J'appelle  enCn  u„_p_,  et  v„_p^f  les  deux  détermi- 
nants obtenus  en  remplaçant  successivement  la  première 
colonne  de  rp  par  celtes-cî  : 

dp  -fp 


Ces  définitions  posées,  nous  allons  établir  plusieurs 
lemmes  importants  : 

Leuue  i.  —    L'expression    développée    du    polj- 
nÔme  dp  est 


En  eflTet,  d'après  sa  déCnition,  dp  est  la  somme  de 
p  ■+■  I  déterminants  qui  se  déduisent  de  rp  eu  y  rempla- 
çant successivement  la  première  colonne  par  les  />  -H  ■ 
premières  colonnes  de   tp,  respectivement  multipliées 
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par  x",  x' ,  X*,  • . . ,  xP.  Or,  ces  détcrmiDants  sonl  pré- 
cisément les  déterminants  r^,,'(i=i,2,  ...,/')  et  l'p, 
dé&nia  plus  baut,  qu'on  a  multipliés  respectivement  par 
X*,  x',  x',  . . .,  x'';  ce  qui  démontre  le  lemine. 
LexHE  â.  —   On  a  îdentiquenient 

En  effet,  dp  ne  cliange  pas  si  l'on  ajoute  aux  éléments 
de  sa  première  colonne  les  éléments  correspondants  des 
colonues  suivantes  respectivement  multipliés  parxP+', 
x^',  .  . .,  ^c""'.  Cette  première  colonne  devient  ainsi 
^pf-fpg 


h  bax"  )      OU  bien      f.        o.J-¥x^g 


On  voit  alors  queti^  est  la  somme  des  deux  détermi- 
nants obtenus  en  remplaçant  la  première  colonne  de  l'p, 
d'abord  par  les  premiers  termes,  ensuite  par  les  seconds 
termes  des  éléments  bin&mes  qu'où  vient  d'écrire.  Ces 
déterminants  contiennent  en  facteur,  l'un  f,  l'autre  g, 
et  l'on  voit  que  les  multiplicateurs  ànf  et  g  sonl  les  dé- 
terminants désignés  par  la  notation  Un./i-t)  ^m~p-K\ 
ce  qui  démontre  l'identité  annoncée. 

Lemme  3.  —  Les  termes  du  plus  haut  degré  dans 
Un~p-t  et  Vm_p_,  sont 

à  moins  que  p  soit  égal  à  n,  auquel  cas  le  premier 
polynôme  u_,  est  identiifuement  nul,  et  le  second 
9m-n-t  se  réduit  à  {èn)™^""'- 

En  ellet,  supposons  d'abord  p<^n:  les  éléments  de  1  a 
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première  colonne  de  Un^p-i  sont  des  polynômes  entiers 
en  X  dont  les  indices  vont  en  croissant  et,  par  cons^ 
quent,  dont  les  degrés  vont  en  déeroissant,  d'après  )a 
définition  de  ces  polynômes.  Alors,  en  développant 
Ua-p-t  par  rapport  aux  éléments  de  sa  première  co- 
lonne, comme  les  mineurs  correspondants  sont  indépen- 
dants de  X,  on  obtient  un  polynôme  entier,  dont  le 
degré  est  celui  de  gp,  c'est-à-dirç  tj  —  p  —  t,  elle  terme 
du  plus  haut  degré  a  pour  coelEcienl  le  produit  de  l>„, 
coedicient  de  x"""^"'  dans  gp,  par  le  mineur  de  u„_p_, 
relatif  à  l'élément  gp.  Ce  mineur  est  le  déterminant 
qu'on  déduit  de  rp  par  la  suppression  de  sa  première 
ligne  et  de  sa  première  colonne,  c'est-à-dire  r^+c 

Dans  v„_p_,,  les  éléments  de  la  première  colonne 
sont  :  d'abord  une  suite  de  polynômes,  dont  le  premier 
— fp  est  celui  de  degré  le  plus  élevé,  puis  une  suite  d'é- 
léments monômes,  dont  le  dernier  x""""'  a  le  degré  le 
plus  élevé.  Le  degré  de^p  est  m  — p  —  i ,  nombre  supé- 
rieur à  m  —  n  —  I ,  puisque  par  hypothèse  on  a  /X^  n. 
Le  degré  de  Vm-p-i  est  donc  m  —  p  —  i,  et  le  coefficient 
de  x'"~P~^  dans  ce  polynôme  est,  comme  on  le  voit  im- 
médiatement, —  «m'>+l. 

Supposons  maintenant  p^=n.  Puisque  gn  est  identi- 
quementnul, la  première  colonne  de  u„_p_,  (pour/>=  n) 
a  tous  ses  éléments  nuls,  et  par  suite  le  polynôme  u_i 
est  identiquement  nul.  Quant  au  déterminant  Vm-p-ij 
dans  l'hypothèse  p  =  n,  sa  première  colonne  a  pour 
cléments  ce',  a:',  x^,  . , .,  x™""*'  dont  les  coefficients, 
dans  le  déterminant  développé,  sont  les  mineurs  relatifs 
à  la  première  colonne  de  r„.  Or  on  a  évidemment 
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tous  les  éléments  au-dessus  de  la  diagonale  principale 
étant  nuls,  et,  par  suite, 


Lemub  4.  —  Lorsque  f  et  g  ont  un  plus  grand 
commun  diviseur  de  d^gré  p,  te  déterminant  rp  est 
différent  de  zéro. 

La  pi-oposilion  est  évidente  pour  p^n,  attendu  que 
l'on  a 

/■„  =  (*»)"-". 

Supposons  maintenant  p  inférieur  à  n.  D'après  la  dé- 
finition de  /-„,  on  a 


^p  ^p^' 

bp^,  bp 


formule  valable  pour  toute  valeur  de.p,  en  faisant  la 
convention  que  tous  les  éléments  b  alFectés  d'un  indice 
négatif  ne  sont  pas  autre  chose  que  des  zéros. 

Ajoutons  à  la  première  colonne  multipliée  par  xP  les 
suivantes  multipliées  respectivement  par  x'^',x'***, ..., 
j:™"'.  On  obtient  de  la  sorte  un  nouveau  déterminant 
r  qui  est  égal  à  rpxP\  par  conséquent,  si  l'on  suppose  f^ 
nul,  r  est  nul  aussi,  et  il  ja  entre  les  éléments  de  chaque 
colonne  de  r  une  même  relation  linéaire  et  homogène 
dans  laquelle  les  coefficients  ne  sont  pas  tous  nuls   : 
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Dous    allons  écrire    celte    relation,   en   particulier,    à 
l'égard  des  éléments  de  la  première  colonne. 

D'après  la  façon  dont  on  déduit  r  de  r^,  on  voit  qu'un 
élément  quelconque  Cip,  qui  figure  en  tète  de  l'une  des 
M  —  p  premières  lignes  der^,  se  ti-ouve  remplacé  daus/' 
par  l'élément  polynôme 

G(;^  ci^pXP-^  c/,p+,a^P+'  +  ...+  C(,m-i  J^™"'. 

On  peut  écrire  C,  sous  la  forme 

ou,  d'après  la  définition  de  c,-,y  et  en  appelant  C,-,^_|  le 
polynôme  de  degré  p  —  i  au  plus  qui  est  placé  entre 
parenthèses, 

(I)  Ci^glf-fiS-C'i.p-x- 

D'autre  part,  tout  élément  bp_i,  situé  en  tête  de  l'une 
des  m  —  n  deraières  lignes  est  remplacé  dans  r  par 

Btsî  by-kXP-i-  bp-k^iXP-^i  •^. . .+  bHX''+''. 

Or,  si  h  désigne  un  entier  inférieur  à  p,  on  a 

—  (6e-i-6,«  +  ...  +  ôp_fl_,2:P-A-')] 

Ma7A^— (fti)l*+&|3rft*-»  + hbp-h-iXP-*), 

ou,  en  désignant  par  Ba,^_i  le  polynôme  de  degré />  —  i 
au  plus  qui  est  placé  entre  parenthèses, 

(3)  Bft  =  a^f-Bft,p-,. 

Si  /  désigne  un  entier  égal  ou  supérieur  à  p,  on  a 

^,^x'(,bi,_,xP- I -{-.,. -^b„T'')~.x'{b^-\-biX-i-...->r'b„a-„), 
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puisque  les  coefiicienls  h  afiéctés  d'indices  négatifs  sont 
nuls;  et,  par  suite, 

(3)  ^,^x'g. 

D'après  les  formules  (a)  et  (3),  on  peut  donc  poser, 
d'une  façon  générale,  que  k  soil  inférieur,  égal  on  su- 
périeur à  p, 

(4)  B*sa^#--B*,,-„ 

en  appelant  ^k,p-t  un  polynôme  de  degré  p  —  i  an 
plus,  qui  peut  être  identiquement  nul. 

Il  résulte  alors  des  formules  (i)  et  (4)  que  la  relation   . 
identique  qui  existe  entre  les  éléments  de  la  première 
colonne  de  r  peut  s'écrire 

2  '"<^'/-/'«--C*.*.-i)+     2     W^#-B*,p-,)  =  o, 

ou  bien 

les  diverses  valeurs  des  coefficients  a,-,  ^k  n'étant  pas 
toutes  Dulles. 

Puisque  gi  est  un  polynôme  entier  de  degré  n  —  (i-|- 1 }, 
le  coefficient  deydan3(5)  est  un  polynôme  entier  dont 
le  degré  est  au  plus  n  —  p  —  i . 

Le  coefficient  de  g,  dans  (5),  est  la  somme  de  deux 
termes  dont  le  premières!  un  polynôme  entier  de  degré 
m  —  p  —  I  au  plus,  puisque yi"  est  un  polynôme  entier 
ded^ré  m  —  {«+  i),  et  le  second  est  un  polynôme  en- 
tier de  degré  m  —  n  —  i  au  plus;  par  conséquent, 
m~  n  —  I   étant  inférieur  h  m  —  /»  —  i ,  puisqu'on  a, 
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par  hypothèse,  p  <|n,  le  coefficient  de  g  est  un  polynôme 
entier  de  degré  m  —  p  —  i  au  plus. 

Eiiûn,  les  polynômes  C/,p_i,  ^k,p-i  étant  chacun  de 
degré  p  —  i  au  plus,  le  second  membre  de  {5)est  un 
polynôme  entier  de  degré  p  —  i  au  plus. 

Cela  posé,  si  le  plus  grand  commun  diviseur  ^  àcj 
et  g  n'est  pas  de  degré  inlerieur  à  p,  il  est  de  degré  su- 
périeur àp  —  I .  Or  il  divise  le  premier  membre  de  (5  ) 
et,  par  conséquent,  aussi  le  second  ;  mais  celui-ci  est  de 
degré  p —  i  au  plus  :  il  est  donc  identiquement  nul. 
Alors  l'identité  (5)  se  réduit  à 


(6) 


î^p  L     •=p  *=«         J 


les  coeflîcienls  x  et  ^  n'étant  pas  tous  nuls. 

Aucun  des  deux  polynômes  entiers,  coefficients  res- 
pectifs dey  et  de  g  dans  (6),  ne  peut  être  identique- 
ment nul  sans  que  l'autre  le  soit  aussi,  en  vertu  de 
l'identité  (6)  elle-même,  puisque  niy'nîg'  n'est  éva- 
nouissant. Or  OQ  a 


«™~i  b„. 


Pour  que  ce  polynôme  soit  identiquement  nul,  il  faut 
et  il  sufBi  que  l'on  ait 

apé;,+i-f-3p4-|ip+i-t-...-(-a;^,An_l-HOB-|frn=0, 
'^pf>P-n  +  *P+tbp+t-i- . .  .-\-  iH-ibn—  Q, 

«p6,=  o. 
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Comme  ba  est  difrérent  de  zéro,  )a  dernière  de  ces 
équations  exige  que  (tp  soit  nul  ;  l'avant-dernière  donne 
alors  OLp^^  =  o,  et  ainsi  de  suite,  de  proche  eu  proclie,  . 
on  voit  que  tous  les  a  doivent  être  nuls.  Mais  alors  le 
coefficient  deg'  se  réduit  à  S^^x*;  or,  on  a  vu  qu'il  s'é- 
vanouit en  même  temps  que  le  coefficient  dey^  donc 
tous  les  coefficients  ^  soat  nuls. 

En  résumé,  si  les  deux  polynàoies,  coefficients  de/ 
et  g  dans  (6),  sont  identiquement  nuls,  tous  les  coefïi- 
cieuts  a  et  tous  les  coefficients  ^  sont  nuls,  résultat  en 
contradiction  avec  l'existence,  démontrée  plus  haut,  de 
l'identité  (6)  pour  des  valeurs  des  a  et  des  |3  non  toutes 
nulles.  Il  en  résulte,  par  conséquent,  que  les  polynômes, 
coefQcients  dey  et  g  dans  (6),  ne  sont  ni  l'un  ni  l'autre 
identiquement  nuls.  * 

Alors,  l'existence  de  l'identité  (6),  dans  les  conditions 
que  l'on  vient  de  préciser,  montre  qu'il  y  a  deux  poly- 
nômes entiers  a,  v,  non  évanouissants,  dont  les  degrés 
respectifs  sont  au  plus  n  — p  —  i  et  m  —  p  —  i,  qui  sa- 
tisfont à  l'identité  u/-t-  ^'^  =  o.  Par  conséquent,  d'après 
le  théorème  fondamental  rappelé  au  déhut  de  ce  travail, 
H  est  au  moins  de  degré  p  +  i- 

Eu  somme,  lorsque  rp  est  nul,  si  0  n'est  pas  de  degré 
inférieur  à  p,  il  est  de  degré  supérieur  et,  par  suite, 
enfin,  lorsque  fl  est  de  degré  p,  on  a 


n  suffit  maintenant  de  remarquer  que  les  théorèmes 
I,  II,  III,  IV  de  la  première  Partie  résultent  uniquement 
du  théorème  fondamental  et  des  lemmes  I,  II,  111,  IV, 
puis  d'ohserverla  parfaite  analogie  des  lemmes  1,  2,  3,  4 
de  la  seconde  Partie  avec  ceux  de  la  première,  pour  que 
l'on  puisse  énoncer  et  admettre,  sans  Qouvelle  démou- 
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stration,les  ihéorèmes  suivanls,  correspoiidanLauxquatru 
ihéorèmes  de  la  première  Partie. 

Théokeme  1 .  —  Pour  qnefct  g  aient  un  plus  grand 
commun  diviseur  de  degré  p, il  faut  et  il  sujfit  <fue  l'on 
ait 

Théobème  2.  —  Pour  que  f  et  g  aient  un  plus  grand 
commun  diviseur  de  degré  p,  il  faut  et  il  suffit  çue 
Von  ait 

r,=  r,  =  r,=  ,,,=  rp_i  =  o         et         '"p?0. 

Théoaèmb  3.  —  Lorsque  f  et  g  ont  un  plus  grand 
commun  diviseur  de  degré  p,  ce  polynôme  esf,  à  un 
f^teur  constantprès,  dp,dont  Vexpressiondéveloppée 
est  fournie  par  le  lemme  1 .  Lorsque  p  est  égal  à  n^  le 
plus  grand  commun  diviseur  est 

rHËORÈME  4.  —  Les  quotients  respectifs  de  f  et  g 
divisés  par  leur  plus  grand  commun  diviseur  dp  sont 


-(i)%-„  (^)-... 


StIR  L'EXISTENCE  DE  TROIS  RACINES  REELLES  l»E  L'ÉQlAnON 
QUI  DÉTBRNrNE  LES  AXBS  PRINCIPAUX  D'UN  CONK; 

Par  m.  Fwtz  HOFMANN. 


L'équation 
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(où  tous  les  termes  cl(3  la  diagonale  sont  de  la  forme 
"lï — y.,  et  où  nous  supposons  ai^  =  aii,),  c'est-à-dire 
l'équation  séculaire  (Lvplace,  Mécnn.  cél.,  I"  Partie, 
p.  2,  art,  S8)  donne  des  racines  exclusivement  réelles 
ijuand  elle  est  résolue  par  rapport  à  X. 

La  démonstration  de  ce  théorème  général  a  occupé 
les  géomètres  depuis  longtemps.  Parmi  les  démonslra- 
lions  données,  je  mentionne  celles  qui  se  trouvent  citées 
dans  les  Lessons  introdtictory  to  ihe  modem  higher 
Algebra,  par  M.  $almo>,  arl.  26,  exemple  10  (donnée 
par  M.  Sylvester,  Philosoph.  Magazine;  iSSa)  et 
art.  46  (donnée  par  M.  Borchardt,  Journal  de  Liou- 
viUe.  I.XII,  p.  5o). 

Nous  làclierons  de  donner  une  démonstration  tout 
à  fait  élémentaire  de  ce  tLëorème  pour  le  cas  où  le 
degré  de  l'équation  et  le  nombre  des  lignes  et  colonnes 
du  déterminant  (À)  se  réduisent  à  3.  C'est  le  cas  qui 
revient  le  plus  souvent  dans  la  Géoihétrie  pure  et  dans 
la  Mécanique. 

La  solution  de  l'équation  suivante 


équivaut  à  la  solution  du  problème  :  déterminer  les  trois 
axes  principaux  d'un  cône  du  deuxième  degré.  Nous 
nous  proposons  de  démontrer  que  cette  équation  (Aj) 
a  trois  racines  X  exclusivement  réelles.  Une  partie  de  la 
démonstration  sera  de  nature  transcendante,  en  s'ap- 
puyant  sur  un  théorème  d'Analyse;  la  seconde  partie 
nécessitera  seulement  les  opérations  les  plus  élémen- 
taires de  la  Géométrie  synthétique. 

I,  Étant  donnée  l'équation  d'un  cône  dont  l'origine 
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(A) 

l'équation  du  plan  polaire  du  poini  (x',  y,  z'),  pris  pai 
rapport  au  cône  (A),  s'écrit 

10=  (anT'-i-aay-ha,iz')x 
+  iati3:'  +  a„y  -h  a^is')  y 
-+■  («11 3:'  +  atty'-i-  «sa s' )  3- 

Si  un  point  (a:',^,ï')de  l'espace  était  connu  dont  le 
plan  polaire  (B)  fût  perpendiculaire  au  rayon  mené  de 
l'origine  au  point  (j/,  j',  s'),  ce  rayon  même  serait  un 
axe  principal  du  càiie  A. 

Or  OD  connaît  l'équation  d'un  plan  passant  par  l'ori- 
gine et  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  l'origine  à 
un  point  (x",  y,  ^)  : 

(C)  o  =xx'--ryy-i-sz'. 

Les  deux  plans  (B)  et  (C)  coïncideront  si  les  coefli- 
cients  homologues  des  deux  équations  (B)  et  (C)  sont 
égaux  à  un  facteur  X  près^  c'est-à-dirc  si  l'on  a  en  même 
temps 

|a„a:'+  o„y  +  «!)■='  =  ^^. 
«iiar'-H  ai,y-H  a„z'  =  'Ky, 
a^iX'  -^  a„y  -\-  033^'  —  \z' , 
OU 

(D)  j  aii3-'-f-(a„— X)y-i-«tj^'=o, 

(  (7},3/-(-a„y-l-(<lj,  — ).)^'  =  o. 

En  général,  les  coefGcients  a,*  et  le  facteur  de  pro- 
portionualité  \  pris  à  volonté,  il  n'y  aura  pas  de  solu- 
tions (x^,  jf ',  z')  communes  aux  trois  équations  du  système 
(D).  Mais,  quand  on  a  trouvé  un )>  qui  rend  les  trois  équa- 
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lions  (D)  accordables  entre  elles,  la  détermination  des 
rapports  xf'.y'',  z'est  un  problème  linéaire. 
Mais  c'est  justement  l'équation 

qui  constiiue  la  condition  nécessaire  et  suflîsante  pour 
qae  les  trois  équations  (D)  puissent  coexister.  Pour 
■déterminer  les  points  j/,  y",  z'situéa  sur  un  axe  principal, 
il  faut  donc  résoudre  une  équation  du  troisième  degré 
en  \.  Cette  équation,  étant  de  degré  impair,  a  toujours 
au  moins  une  racine  réelle  :  c'est  l'emploi  de  ce  théo- 
rème appartenant  à  l'analyse  qui  constitue  ce  que  nous 
avons  nommé  lapartie  transcendante  de  notre  démon- 
stration. 

n.  Après  avoir  déterminé  une  racine  réelle  de  l'équa- 
tion Aj  =  o,nous  retournerons  au  système  (D)qui  nous 
permet  de  trouver  les  rapports  x'  -,  y"  ;  z'  en  employant 
JeuK quelconques  des  trois  équations  (D). 

Par  exemple,  de 


\^  (du— X)y-(-o„y-+-tf„3'=o 


(E) 
on  tire 

«11  I  .  I  ait    au~\  I  _  j  «„  — i    a„ 


I  lu  — A    Ou  1     l  a,]    a„  I     I  di,  «11—. 

Ainsi  un  axe  principal  do  cône  (A)  est  trouvé;  nous 
l'appelons;'.  Il  coïncide  avecle  rayon  qui  va  de  l'origine 
à  tous  les  points  de  l'espace  dont  les  coordonnées  x*,  j  ',  z' 
satisfont  à  (F)}  car,  en  substituant  les  valeurs  x',y,  z' 
dans  les  deux  équations  { B),  on  trouverait  que  ces  deux 
plans  coïncident. 

NousappclleronsB^lcplanpolaircd'unpoinl  (a/, y',  z') 
%v.rp;  nous  verrons  plus  tardque,  pour  nos  conclusions. 
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les  deux  tas,  où  B^  voupc  le  côim  et  où  il  un  ïi  coupe 
pas,  n'ollreiit  pas  de  diflërenc<:  essoiitietle. 

Sur  ce  plan  polaire  Bp  d'un  point  {x^,y,z')  situé 
sur  p,  il  y  a  un  nombre  inUui  de  couples  de  droites  qui 
passent  par  l'origine  et  sont  conjuguées,  deux  n  deux,  par 
rapport  au  cône  (A). 

Si  DOus  étions  à  ui6mede  détcnnincr  un  de  ces  couples 
dont  les  deux  droites  formeraient  un  angle  droit  à  l'o- 
rigine, nous  aurions  déterminé  en  m£mc  temps  les  deux 
axes  principaux  du  cône  qui  restent  encore  inconnus. 

Car,  imaginons  deux  droites  ^i  et  (/g,  situées  dans  le 
plan  polaire  B^  de  la  ligne  p,  conjuguées  par  rapport  au 
coiie  et  perpendiculaires  l'une  à  l'autre,  passant  par 
l'origine,  comme  cela  doit  être.  Le  plan  polaire  du 
rayon  d,  passera  par  p  et  par  d^  et  sera  perpendicu- 
laire à  //, ,  puisqu'il  contient  deux  droites  p  et  d^  qui 
sont  perpendiculaires  à  d,.  Donc  d,  et  d^  seraient  les 
deux  autres  axes  principaux  du  cône. 

Pour  trouver  les  deux  rayons  par  l'origine  dans  le 
plan  Bp,  qui  soient  en  munie  temps  conjugues  pour  (A) 
.  et  perpendiculaires  entre  eux,  on  mènera  dans  le  plan 
Rp  une  section  conique  R  par  l'origine  {Jlg-  i)>  On 
construira,  quand  B^  ne  coupe  pas  le  coue,  deux  fois  nu 
couple  de  deux  droites  conjuguées  par  rapport  à  (A). 
par  exemple  les  droites  aa',  pfl'. 

On  sait  qu'après  avoir  construit  le  point  C  de  la 
manière  indiquée  dans  la  figure  (comme  point  d'inter- 
section des  deux  droites  qui  joignent  les  points  où  les 
droites  d'un  couple  rencontrent  la  section  conique),  on 
peut  l'employer  pour  donner  tous  les  couples  de  droites 
conjuguées  du  plan  B^. 

On  sait  de  même  que,  quand  on  inscrit  un  triangle 
quelconque  à  angle  droit  dans  la  section  conique  K,  de 
manière  que  le  sommet  de  l'angle  droit  coïncide  aver 
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uti  point  lixc  o,  o,  o  tic  la  seclioii  conique,  l'liypot<înusi! 
de  ce  triangle  passe  toujours  par  un  poiut  lixc  X  à  l'in- 
térieur (  '  )  do  la  seclion  conique. 


En  joignant  les  deux  points  X  et  C,  on  obtient  deux 
points  d'intersection  de  cette  droite  de  jonction  avec  K  : 

Les  rayons  qui  vont  de  l'origine  àS,  et  ^i  senties  deux 
axes  df,  dj  cherchés;  un  sait  qu'ils  sont  conjugués 
par  rapport  au  cône,  puisque  le  point  C  (le  centre  de 


(')  Si  le  pointX  pouvait  se  trouver  artez-teuràla  seclion  conique, 
it  fournirait  deux  points  de  contact  £,,  %,  réels  de  ses  tangentes  i  K  ; 
mais  les  deux  droites  qui  forment  un  angle  droit  ne  peuvent  jamais 
coTacider  en  une  seule  droite  (o,  o,  o)  il  ï,. 
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l'involntioti  )  est  sur  la  même  droite  avec  les  deux  points 
où  le  couple  dfdi  rencontre  la  section  conique;  on  sait 
de   même  qu'ils   sont  perpendiculaires,  puisque  cette 
droite  passe  par  X. 

La  Jig.  I  se  rapporte  au  cas  où  le  plan  polait-e  de  la 
droite  p  n'aurait  pas  coupé  le  cône  (A).  Mais,  quand  le 
plan  Bp  rencontre  le  cône  (A)  en  deux  droites  réelles,  la 
ligure  et  la  construction  de  d^  d-,  se  simplifient  encore. 

Étant  données  les  deux  droites  o-y  où  B;,  rencontre  le 
cône  (A),  on  construira  les  tangentes  à  K  aux  points  d'in- 
tersection de  <T  et  a'  avec  K  ;  ce  qui  donne  un  point  d'in- 
tersection de  ces  deux  tangentes  C  [Jîg-  2). 


Les  constructions  suivantes  sont  les  mêmes  qu'au- 
paravant. On  joindra  X  et  C,  ce  qui  donne  deux  points 
d'intersection  ô|,  Sg  sur  la  courbe  K.  Les  ravons  qui 
vont  de  l'origine  à  0,  el  Sj  sont  encore  les  solutions 
chercliées.  Les  droites  d,   et   d-^  sont  conjuguées  par 
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rapport  à  (A),  puisqu'elles  séparent  en  rapport  harma- 
nique  les  directions  a  et  •s';  elles  sont  perpendiculaires 
puisque  la  droite  S|  Si  passe  par  X. 

La  substitution  des  coordounéos  x\  ;  y^  ;  z\  ou 
x',  :  y^  '.  s'a  i^^  points  situés  sur  l'un  ou  l'aulie  de  ces 
axes  principaux)  dans  une  équation  quelconque  du  sys- 
tème (D)  donnerait  directement  les  deux  valeurs  de  ^ 
(|ui  satisferaient  à  l'équation  (Ag).  On  voit  qu'elles 
sont  bien  réelles,  puisque  les  coordouuées  x',  l  y,  '.  z\  ou 
arj  ;  y,  :  z'j,  qui  les  établissent  au  moyen  de  (D),  ont  été 
trouvées  réelles.  Car  une  droite  quelcouquc  XC  menée 
par  uu  point  X  à  l'intérieur  d'une  section  conique  cou- 
pera toujours  la  section  conique  eu  deux  points  S,,  S, 
réels. 

On  voit  que  c'est,  en  Gn  de  compte,  une  banalité  qui 
permet  de  démontrer  la  réalité  des  racines  de  l'équation 
séculaire,  quand  celle-ci  est  du  troisième  degré. 

Malheureusement  notre  méthode  ne  saurait  être 
élendne  à  des  degrés  supérieurs  à  trois;  hàtons-nous 
d'ajouter  qu'elle  ne  veut  prétendre  ni  à  grande  portée, 
ni  à  grande  profondeur  ;  elle  ne  veut  que  populariser 
en  quelque  sorte  le  résultat  de  l'Algèbre,  en  montrant 
que  la  géométrie  synthétique,  une  racine  \  une  fois 
écartée  par  un  procédé  transcendant,  sait  non  seulement 
démontrer  la  réalité  des  deux  autres  racines,  mais  en- 
core les  construire. 


SUR  UN  TREOREMB  DR  I.  WKILL; 

Pas  m.  WORONTZOFF,  a  Minsk  (Rus 


Bn  se  fondant  sur  la  théorie  de  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles  en  fractions  partielles,  M.  Weill 
Ann.  dt  Mathémal.,  3*  sénc.  t.  VU  (Février  1888).  7 
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donne  le  théorème  suivant  : 


-3Ci  +  3>GJ- 


où  CJH  repi'ésente  le  nombre  des  combinaisons  de  k 
objets  nànelA=3/M-M,3m+3(  Noitf elles  annales 
de  Mathématiques,  février  1887,  |).  83).  Cette  formule 
curieuse  peut  être  établie  facilement  par  les  procédés 
d'Algèbre  éléiuentaire. 
Ed  edet,  comme 


û\'- 


■  =  (-^J 


+  i{/î)'Ci.*3>CU-i(l'5)'CJ.-...], 

.V3  __/■-,+  . yaV-"' 

=  fc^^^' [1  -  .' /3C|„,  -  3CÎ.„ 
+  ''(l'3)'Ci.„ 

+  3-cu.,-i(/5)'C!,„-...], 
J2  _  (-,  +  Wi\'~" 


-■y?  ^  /-.+.»/3y 


-;(/5)'c...,-...] 
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«  — 3C3,„     -4-3'Gi™     — . 

i-3Gî,„+,  +  3>CU+i— ■ 
eu  -3GÙ  +3'CU  -■ 
Ci«*,-3C3«*,  +  3>G»„-»,-. 
CU*.-3C|,„^,  +  3'CUm-- 


=  (-2)»", 


Toutes  ces  égalités  peuvent  aussi  s'obtenir  au  moyen 
des  formules  tri gono métriques  bien  connues 


où  n  =  pm  +  h. 


SUR  US  CRRCUS  MSCUTS  A  11  TRIANGLE; 

Pab  m.  E.  CESARO. 
Soit,  en  coordonnées  d'inertie,  homogènes, 

l'équaUon  d'une  conique,  et  représentons  par  B/y  le  com- 
plément algébrique  de  Ajy  dans  le  discriminant  A  de  la 
forme  (i).  On  fera  Ç(  =  x,  Sj^_j',  £,  =  i,  pour  resti- 
tuer à  l'équation  sa  forme  ordinaire.  Pour  que  la  droite 
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rcpresc-iitéc  par  l'équation 

touche  la  conique,  il  faut  que  l'on  ait 

En  particulier,  le  contact  avec  un  côté  du  triangle  fon- 
damental est  exprimé  par  l'cqualîou  précédente,  eu  j 
supposant 

11  vient 


Faisons  v^i,  2,  3,  et  additionnons  les  équations 
obtenues.  Répétons  ce  calcul,  après  avoir  multiplié 
l'éqaation  précédente  par  x-,,  puis  par  y^.  On  parvient 
ainsi  aux  conditions 

exprimant  que  la  conique  (1)  est  inscrite  au  triangle 
fondamental. 

La  csndilion  {\)  donne  lieu  à  la  remarque  suivante. 
On  sait  que  les  coordonnées  du  centre  de  la  conique 
sont  données  par  les  équations 

Bi3=Bi,j:„        B„=  B„ro. 
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On  a  donc 

B|i 

'=J~^.('"='^»-*'3-o)- 

D'autre  part, 

A„A  = 

1!"  B"h«"^'^'-S"'*» 

1  On    ■)]■  1 

Conséqueramcni 

., 

A„a=B3,?(37o,^o), 

pourvu  que  l'on 

pose 

?(*.^: 

'=V- ^îrrïî(«*v-^'P^)' 

Lorsque  Ai3  est  nul,  le  cc-ntie  nsl  situé  sur  l'Iiypcrbule 
^  ^  o,  et,  par  suite,  son  complénieutairc  barjcentrique 
appartient  à  l'Ljperbole  de  Kiepert.  En  d'autres  termes, 
l'hyperbole  de  Kiepert  est  la  ligure  cotnplémeutaire  du 
lieu  des  centres  des  coniques  inscrites,  dont  les  axes 
sont  parallèles  aux  axes  de  l'ellipse  de  Sieincr.  En  par- 
ticulier, il  est  clair  que  les  complémentaires  des  centres 
«les  quatre  cercles  inscrits  sont  situés  sur  l'bypcrbole  de 
Kiepert. 

Lorsque  l'équation  (i)  représente  une  circonférence, 
de  rayon  r,  la  condition  (4)  devient  >f{x(,iya)^:o; 
tille  exprime  la  propriété  énoncée  en  dernier  lieu.  De 
même,  les  conditions  (  2  )  et  (  3  )  deviennent 

d'où,  par  élimination  de  r,  on  déduit  (|i(X|),^a)  ^  o, 
après  avoir  posé 
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Les  centres  des  cercles  inscrits  au  triangle  fondamental 
sont  donc  à  l'intersection  des  hyperboles  équilatères  tp 
et  <{i.  On  remarquera  que  ces  hyperboles  ont  leurs 
centres  aux  points  de  Sleiner  et  do  Tarry,  respecti- 
vement, et  que  la  première  passe  par  le  baryceiiU'e, 
par  le  symétrique  de  l'ortliocentre  relativement  au 
«■entre  du  cercle  circonscrit,  par  les  symétriques  des 
sommets  du  triangle,  relativement  aux  milieux  des  c6téa 
opposés,  etc. 

L'équation  cp  =  o  permet  de  poser 

Par  substitution  dans  ^,  on  trouve  que  les  valeurs  de  "k 
sont  données  par  l'équation 

Cela  donne  lieu  à  plusieurs  remarques.  Ainsi,  eu 
étendant  les  sommes  aux  abscisses  et  aux  ordonnées  des 
quatre  centres,  on  trouve  sans  peine 


2~ 

V_L  =  '^^^' 

2é 


-fc')(3a'-t->6'i 


On  en  déduit  que  les  sommes  des  inverses  des  distances 
d'un  axe  de  l'ellipse  de  Sleiner  aux  centres  des  cercles  iii- 
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scriUest^ale  à  l'inverse  de  la  distance  de  la  même  droite 
an  milieu  du  segment  de  Brocard.  La  somme  des  carrés 
des  mêmes  inverses  est  égale  au  produitdes  inverses  des 
distances  de  l'axe  considéré  au  milieu  du  segment  de 
Brocard  et  au  centre  d'homologie  du  triangle  fonda- 
mental et  du  triangle  formé  par  les  milieux  des  côtés  du 
triangle  de  Brocard.  On  verrait  de  même  que  le  centre 
du  cercle  circonscrit  est  le  centre  des  moyennes  distances 
des  centres  des  cercles  inscrits,  etc. 

Revenons  aux  hyperboles  (p  et  ^,  et  remarquons  que 
les  coniques  passant  par  les  centres  des  cercles  inscrits 
sont  représentées  par  f  ■+-m<^^o.  Ce  sont  donc  des 
bjperboles  équilatères.  On  sait  que  le  lieu  des  centres 
de  ces  coniques  est  représenté  par 

c'est-à-dire,  dans  le  cas  actuel,  par  l'équation 

qui  représente  la  circonférence  circonscrite.  C'est  un 
résultat  évident,  si  l'on  observe  que  cette  dernière  ligne 
jone  le  rôle  de  circonférence  des  neuf  points  dans  le 
triangle  formé  par  les  centres  de  trois  cercles  inscrits 
quelconques,  et  que  le  centre  du  quatrième  cercle  est 
l'orthocentre  du  même  triangle. 
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SOLUTION  fiÉOMETRIQlE  DB  U  QUESTION  1567; 

Pah  m.  Alexanmb  RENON, 

Ëléve  de  MalbémaUquM  spéciales  nu  lycée  de  Moulias. 


1°  Salent  deux  coniques  K  et^  ayant  respectivement 
pour  foyers  réels  a,  et  a,,  6,  et  b^  ;  soit  C  une  conique 
queicongue  inscrite  dans  le  quadrilatère  circonscrit  à 
A  et  B;  les  deux  couples  de  droites  joignant  un  foyer 
de  C  aux  points  a,  et  a,,  bt  et  b^  ont  les  mentes  bis- 
sectrices. 

En  eficl,  soit  c  Hd  des  fuyers  <1«  C.  Menons  les  bissec- 
trices ex  et  cjda  couple  c{a,,ai).  On  sait  que  ces 
deux  droites  sontconjuguécsparrapport  h  laconique  A; 
d'ailleurs,  elles  sont  conjuguée»  par  rapport  à  C,  puisque 
c  esi  un  foyer  de  cette  conique. 

Mais,  le  Heu  des  pôles  de  la  droite  ex  par  rapport 
aux  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  considéra 
étant  une  dMïte^  c'est  la  droite  cy  qui  contient  les  pôles 
de  ex  par  rapport  à  A  et  C.  Le  pôle  de  ex  par  rapport 
à  B  est  donc  sur  cy.  On  verrait  de  même  que  le  pôle 
de  cy  par  rapport  à  Best  sur  ex;  les  deux  droites  ex  et 
cy  sont  donc  conjuguées  par  rapport  à  B  et,  )>ar  suite, 
sont  bissectrices  du  couplec(Ât,  &i). 

a°  Le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  le 
quadrilatère  circonscrit  à  deux  coniques  ne  change  pas 
quand  ces  deux  coniques  varient,  leurs  foj  ers  respec- 
tifs restant  fixes. 

En  eflcl,  le  lieu  des  foyers  c  coïncide  avec  le  lieu  des 
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poiriU  tels  que  les  deux  couples  c(a,,ai),  c(&,,&i) 
forment  une  iiivolutîou,  lieu  qui  ne  dépend  que  de  ta 
position  des  points  «<,  aj,  d|.  6^. 

Du  reste,  on  sait  que  le  lieu  des  foyers  est  une  cu- 
bique passant  par  les  points  cycliques.  Sept  points  sufB- 
scnt  à  la  déterminer.  Or  nous  connaissons  huit  points 
du  lieu  qui  sont  les  liuit  foyers  réels  ou  imaginaires 
des  deux  coniques  en  question.  Si  ces  points  sont  sup- 
posés fixes,  le  lieu  ne  change  pas. 

3"  Le  lieu  des  ombilics  de  deux  systèmes  de  coni- 
ques respectivement  komo/ocales  coïncide  avec  le  Heu 
précédent. 

ElTectï  vement,  si  l'on  considère  une  coAique  de  chaque 
système  et  les  quatre  tangentes  communes  k  ces  deuv 
coniques,  la  droite  qui  joint  deux  ombilics  non  situés 
sur  nue  même  tangente  peut  être  regardée  comme  une 
conique  infiniment  aplatie,  tangente  à  ces  quatre  droites, 
et  les  ombilics  sont  précisément  les  foyers  de  ces  coni- 
ques singulières. 

On  peut  encore  s'en  rendre  compte  en  remarquant 
que  les  taugenles  menées  d'un  poiut  à  une  conique  for- 
ment un  faisceau  en  involution  avec  les  droites  qui 
joignent  ce  y>oint  aux  foyers;  les  deux  couples  de  droites 
qui  joignent  l'ombilic  aux  quatre  foyers  réels  des  deux 
systèmes  de  coniques  admettent  alors  les  uiëmes  bissec- 
trices que  le  couple  formé  par  les  tangentes  communes 
issues  de  l'ombilic  considéré. 
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ges. Prix  :  3'',5o, 

Traité  de  Géométrie  descriptive,  ligne  droiie  et  plan,  polyèdres, 
surfaces;  texte  et  dessins  par  Jules  /"l'Hei, professeur  à  l'École  des 
Beaux-Arts.  Paris,  Ch.  Dctagrave,  1887.  Grand  in-4°  de  i-p  pages 
avec  557  figures.  Prix  :  .3-'. 
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SkVELKA^CA  B   RECTIFICACAO  DOS  ARCOS    ELLIPTICDS;  por    Bodolpho 
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,,  Google 


(  '■<>) 

Formulai  geraes  para  caleular  a  area  latéral  do  Ironcù  de  cône 
circular  recto;  Sobre  ao  /ormuUu  relativas  as  calcula  da  super- 
ficie convexa  do  Ironco  de  cane  de  revoluçao;  por  Hodolpho  Guim*- 
RAEs.  Eitraiis  de  IrulUuto,  iSBS  el  1SS7. 

Sur  les  points  complémentaires;  par  M.  Eu.  VlGARlË.  Extrait  de 
Mathesia,  t.  VII,  1887. 

Sur  les  polygones  et  les  polyèdres  liarmonigues ;  par  MM.  G. 
Tarrt  et  J.  Neuberu.  Extrait  du  Bulletin  de  l'Association /ran- 
çaise  pour  l'avancement  des  sciences,  1B86. 

Géométrie  de  situation  ;  nombre  de  manières  distinctes  de  par- 
courir en  une  seule  course  toutes  les  allées  d'un  labyrinthe  rentrant, 
en  ne  passant  qu'une  seule  fois  par  chacaiie  des  allées;  par  M.  C 
Tarrï.  Extrait  du  Bulletin  de  l'Association  française  pour  l'ai>a>l- 

Sui  poligoni  piani  semplici;  dell  Dott.  Ldiqi  Ceiito.  Extrait  de 
Giornale  di  Matematiche,  t.  XXIII,  1886. 

Sulle  forme  dï  terso  grado  générale  da  due  forme  elementari 
projettive  di  primo  e  di  seconda  grade   di  un  piano  0  di  uoa 
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Math,  pures  et  appliquées.  3'  série,  t.  X,  1884. 
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Sur  une  propriété  de  la  sphère  et  ton  e 
çuelconqaet ;  par  H.   d'Ocaone.  Extrait   des   Proceedings   0/  the 
London  math.  Society,  vol.  XVIII,  1887. 

La  coordorutéa  cycliquea  ;  Quelques  propriétés  du  triangle;  par 
M.  d'Ocaone.  Extrait  de  Mathesis,  1S87. 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1S73.  D'un  point  M  du  plan  d'une  ellipse,  on  ntèae  à  cette 
courbe  les  quatre  Dormales  MN,,  MN,,  MN,,  MNi  et  les  deux 
tangentes  MT|  et  HT|  ;  trouver  le  lieu  du  point  tel  que  l'ex- 
pressioD 

MNi.MW,.MN,.MHt 
MT,.MTj 

ait  une  valeur  constante  donnée  />.  (Barisibn.) 

lEf74.  On  considère  tous  les  points  du  plan  d'une  ellipse  d'où 
l'on  peut  mener  à  celte  courbe  deux  normales  simples  et  une 
normale  double,  et  l'on  demande  le  lieu  du  pdle  de  la  corde  qui 
joint  le  pied  de  la  normale  double  au  pied  d'une  normale 
simple.  (Cb&hbon.) 

1S7S.  Les  côtés  d'un  triangle  PQR  iascrit  à  une  parabole 
rencontrent  l'axe  AS  aux  points  L,  M,  N,  et  l'on  prend  sur  AS 
des  points  L',  M',  N',  tels  que 

AL.AL'=  AM.AM'=  AN.AN'  =  — AS», 

A  étant  le  sommet,  S  le  fo^er;  démontrer,  par  la  Géométrie 
pure,  que  les  droites  PL',  QM',  RN'  se  rencontrent  sur  la  courbe. 
{R.-W.  Gbsèsb.) 

1876.  Les  coefficients  de  l'équation 
r»-i- j(a+  6)3:'4-io^iT'  +  io/)jr*-(-5/>i3;+/)»  =  o 
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sont  liés  par  la  relation 

où  l'on  suppose  /jj  =  i  et  a  >  é.  Montrer  que  toutes  les  racines 
sunt  réelles  et  comprises  entre  —  a  cl  ~  b.        (D.  EwAnDiiS.) 

1977-  Soit,  pourn  infini. 


dans  UDe  série  à  termes  positifs.  Démontrer  que 


lim  t"/  "" =  /X 

V   i'u,u,aa...u„ 


V    v^i'^tta-.-".. 

(E.  Ceatno.) 

1578.  Si  liinn'eT|i  =  a,  pour  A  infini,  on  a 

lim/i'' 'C  «i  «lu». -. «!■  =  «*■'. 

(E.  Gesaro.)                I 

1579.  Si  le»  nombres  positifs  ai,  a,,  a^,  ... 

sont  tels  qus  l'on             | 

"M^y^''^'^'^'- 


<E.  Cesaro.) 
ISSO.  Si,  dans  la  question  précédente,  on  fait 

*""  -{<»i-i-o,+  a3+...+  o„), 
in  a 

lim -^  ("— , V ï/i.6Jii...6;j  =  e««*'. 
/n\"  / 

{E.  Cesaro) 
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I  LES  POLIS  PUKCIPADX  B'INVERSION  IB  LA  CYCUDB 
lE  DUPIN; 

P*ii  M.  G.  FOURET, 


1.  J'ai  démontré,  il  y  a  quelques  années  ('),  d'une 
manière  forL  simple,  qu'il  n'existe,  à  l'exception  du  cerale 
et  de  la  sphère,  aucune  courbe  plane  se  transformant  en 
elle-même  par  inversion,  à  l'aide  d'une  infinité  de  pôles 
formant  un  lieu  géométrique,  aucune  surface  se  repro- 
doisant  par  inversion,  au  moyen  d'une  infinité  de  pôles 
coïncidant  avec  tous  les  points  d'une  surface.  Je  faisais 
remarquer,  en  terminant,  qu'il  existe  des  surfaces  ayant 
pour  pôles  principaux  d'inversion  tous  les  pointa  d'une 
ligne;  et,  après  avoir  cité,  comme  exemple,  le  tore  qui 
a  pour  pôles  principaux  d'inversion  tous  les  points  de  son 
axe,  ce  qui  est  exact  et  suffisait  à  justifier  mon  assertion, 
j'ajoutais,  comme  second  exemple,  la  cjclide  de  Dupin, 
3  laquelle  une  erreur  de  mémoire  me  faisait  attribuer 
CQDinie  pôles  principaux  tous  les  points  d'une  circonfé- 
rence. 

Mon  attention  a  été  récemment  appelée  sur  cette  affir- 
mation inexacte  par  un  jeune  géomètre  distingué,  M.  Ha- 
damard,  qui,  en  reprenant  l'étude  de  la  question  dont 
je  m'étais  occu^ré,  est  parvenu  à  démontrer  que  le  seul 
lieu  géométrique  de  pôles  principatu:  d'inversion  que 
puisse  admettre  une  surjace  est  une  droite  ou  un  sys- 
tème de  droites  en  nombre  limité  ('). 


(  '  )  NouvtUts  Annales,  3*  série,  t.  II,  p.  ^Sg. 

(')  Le  tniTail  de  M.  Hadamard  doit  paraître  prochaÏDemeot  dans 
le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  (naméro  de  mai  iBH8). 
Aiiit.  de  Afatkémat.,  3-  sfrie,  t.  Vtl.  (  Man  iS88.)  S 
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2.  II  est  facile  (le  voir  que  la  cycHdc  de  DupÎD  admet, 
comme  pôles  principaux  d'iavcrsion,  tous  les  points  d'un 
système  de  deux  droites  de  directions  rectangulaires.  Ou 
le  démontre,  en  s'appuyant  sur  la  propriété  dont  jouit 
la  cyclide  d'être  la  transformée  par  inversion  d'uu  tore, 
et  même  d'une  iuQnité  de  tores,  comme  l'a  montré  autre- 
fois M.  Mannheim,  dans  une  étude  géométrique  très 
intéressante  (•). 

Considérons  à  cet  eSet  une  cyclide,  et  l'un  des  tores 
dont  elle  est  la  transformée  par  inversion.  Ce  tore  est 
l'enveloppe  d'une  série  de  sphères  (S)  ayant  toutes  leur 
centre  sur  l'axe  de  révolution  O  de  cette  surface.  Dans 
la  transformation,  les  sphères  (S)  se  changent  en  sphères 
(S'),  enveloppant  la  cyclide  et  coupant  orthogonal emenl 
u»  même  cercle  O',  transformé  de  l'axe  O  du  tore.  Les 
sphères  (S')  ont  donc,  comme  axe  radical  commun,  la 
perpendiculaire  D  au  plan  du  cercle  C/  menée  par  son 
centre.  Un  point  quelconque  de  cette  droite  a,  par  suite, 
la  même  puissance  par  rapport  à  toutes  les  sphères  (S'), 
et  aussi  par  rapport  aux  cercles  de  contact  de  ces  sphères 
avec  la  cyclide,  dont  les  plans,  on  le  voit  immédiate- 
ment, passent  tous  par  la  droite  D.  Un  point  quelconque 
de  cette  droite  est  donc  bien  un  pôle  principal  d'inver- 
sion de  la  cyclide. 

Le  tore  peut  encore  être  considéré  comme  l'enveloppe 
d'une  série  de  sphères(S)  ayant  pour  grands  cercles  ses 
cercles  méridiens.  Ces  sphères,  orthogonales  à  un  même 
cercle  Ù,  situé  dans  le  plan  de  l'équateur  du  tore,  se 
changent,  par  inversion,  en  d'autres  sphères  (I'),  qui 
enveloppent  la  cycltde  et  sont  orthogonales  à  un  même 
cercle  0',  inverse  de  Û.  On  conclut  de  là,  comme  tout  à 
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l'heure,  que  l'axe  A  de  ce  eercte  est  ud  Iîcu  de  pôles 
principaux  d'inversion  pour  la  cyclide. 

3.  Il  est  clair  d'ailleurs  que  la  cyclide  n'a  pas  de  pôle 
principal  d'inversion  en  dehors  des  droites  Dct  A  ;  car  tout 
pôle  principal  de  la  cyclide  doit  provenir  d'un  des  pôles 
ou  plans  principaux  du  tore,  et  ceux-ci,  comme  on  vient 
de  le  voir,  fournissent  uniquement  les  pôles  de  la  cyclide 
situas  sur  D  et  A. 

Pour  voir  que  les  droites  O  et  A  sont  rectangulaires, 
il  suffit  de  remarquer  :  i°que  le  plan  équatorial  commun 
des  sphères  (S'),  c'est-à-dire  le  plan  du  cercle  Cy,  coïn- 
cide avec  le  plan  méridien  du  tore  qui  passe  par  le  pôle 
de  transformation  ;  3°  que  le  plan  équatorial  commun  des 
sphères  (2/),  c'est-à-dire  le  plan  du  cercle  ff,  est  perpendi- 
culaire à  ce  même  plan  méridien,  de  marne  que  le  plan  du 
cercle  inverse  Q.  Par  suite,  les  droites  D  et  A,  respective- 
ment perpendiculaires  n  deux  plans  rectangulaires,  ont 
elles-mêmes  des  directions  rectangulaires.  Ces  droites 
jouissent,  par  rapport  à  la  cyclide,  de  plusieurs  autres 
propriétés  intéressantes  qui  sont  exposées  dans  la  ]Vote 
de  M.   Mannheîm  déjà  citée. 

4.  On  peut  encore  déduire  d'un  théorème  dû  à 
M.  Mannheîm  (')  que  la  cyclide  de  Dupin  est  la  seule 
surface  ayant  pour  pôles  principaux  d'inversion  tous 
lés  points  de  deux  droites. 

Ce  théorème  est  le  suivant  : 

Lorsqu'une  surface  a  une  infinité  de  pôles  princi- 
paux en  ligne  droite,  on  peut  la  transformer  d'unein- 
finité  de  manières  en  surfaces  de  révolution;  les  pôles 
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de  transjormation^  satisfaisant  à  celte  condition,  sont 
sur  une  circonférence  située  dans  le  plan  principal  que 
possède  nécessairement  la  surface. 

Imaginons  une  surface  ayant  pour  pôles  principaux 
tous  les  points  de  deux  droites  D  t-t  A.  D'après  le  théo- 
rème précédent,  nous  pouvons  transformer  cette  surface 
en  une  surface  de  révolution,  en  prenant  le  pôle  d'inver- 
sion sur  une  certaine  circonférence  dont  le  plan  est  per- 
pendiculaire à  D.  Aux  pôles  principaux  de  la  surface 
primitive  situés  sur  A  correspondent  des  pôles  princi- 
paux de  la  nouvelle  surface  situés  sur  une  droite  A',qm, 
par  raison  de  symétrie,  coïncide  nécessairement  avec 
l'axe  de  révolution  de  cette  surface.  La  méridienne  de 
cette  surface,  possédant  une  jiitîuité  de  pôles  principaux 
d'inversion  en  ligne  droite,  ne  peut  se  composer  que  de 
cercles.  La  surface  résultant  de  la  transformation  est 
donc  ua  tore,  et  l'on  en  conclut  que  la  surface  primitive 
est  une  cyclide  de  Dupin. 


SUR  U  THEORIE  DE  L'ÉLIMINATION; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


La  méthode  d'élimination  c|ue  j'ai  donnée  dans  ce 
Recueil  se  prête  à  un  grand  nombre  d'applications  et  de 
transformations. 

Considérons  les  deux  équations  algébriques 

(I)  ?(3:i  =  o.        ^-(r)==o,  • 

des  degrés  m  et  n  respectivement  (m  ^«);  pour  éliminer 
X  entre  ces  deux  équations,  on  divise  »(,r),  :rs(jr), .... 
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:c"~'y(ar)  par  ^{x)  et  l'on  égale  à  zéro  le  déterminant 
des  coefScîents  des  restes  <Ie  ces  divisions. 

Pour  appliquer  cette  règle,  cherchons  les  restes  en 
question  ;  à  cet  elTet,  désignons-les  par  f,,  <f,,  ft,  ...  ; 
nous  aurons 

Q  désignant  un  polynôme  entier.  Soit  a  une  racine  de 
di(x)  ^  o,  on  aura 

Çi(x),  étant  connu  pour  plus  de  n  —  i  valeurs  de  x, 
sera  loumi  par  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange, 
et  l'on  aura 

Divisons  ^(x)  par  x  —  a;  sï  l'on  a 

i;<(ar)  =  A„a!''+Aiaî''-'-i-...  +  A„, 


X  aura 


:  A,ar"-t+ (A.a -t-A, )«■•-* 
+  (Aja'-i- A,o  +  A,);p»-»-*-. . 


et  la  formule  (2)  donnera 


ï'*-»-^!^'^*^'*-'^^^»"^*''^' 


que  la  résultante  des  équations{  1  )  se  mettra  sous 


AoS(i'iB+A,E<ira    A|,Sa'nn-A,2a*ro-i-A,2o 


En  combinant  convenablement  les  colonues  de  ce  dé- 
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iprmioant,  on  unît  par  mettre  la  Tésultaalc  sous  la  forme 


AoStB       A„Zam 

A,Zaa    Aolo'o 

...     =  o, 

2"-!^ 

i^-m  ^"-m  ■■■ 

2-m 

Si,  en  particulier,  on  suppose  f{x)  =  '^(-r),  on  re- 
trouve ta  formule  connue  qui  exprime  que  ^(x):^o 
a  une  racine  multiple 

I  Za"    Sa'     ...     Za»-'  | 
Sa'     Sa»     ...     Sa"        =  o. 


La  formule  (3)  montre  que  le  premier  membre  <Ie  la 
réaultante  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'un  discriminant 
de  polynAme  homogène  du  second  degré  égale  à  zéro. 

Les  éléments  du  déterminant  (3)  sont  des  fonctions 
symétriques  que  l'on  sait  calculer  et  que  l'on  obtient, 
comme  on  sait,  à  l'aide  d'une  seule  division.  Représen- 
tons, avec  Cauchj,  par  le  symbole 

le  coefficient  de  -  dans  le  développement  de  F(z)  or- 
donné suivant  les  puissances  entières  croissantes  de  z, 
la  formule  (3)  pourra  s'écrire 


<^  +(-)       o    ^(z)        t^    4-(j) 
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it  mSmu,  si  l'o 

l  vcul, 

1-  «'?(^') 

i^- 

i^- 

r  r /    îli-^  ?(-'')  ?('*>     .  _ „ 

&  désignant  le  déterminant  !1±  z'^z'z"-'. . .  qui  est  le 
produit  des  différences  que  l'on  peut  former  avec  les 
quantités  z,  V,  V,  . . . ,  d'où  le  lliéoi'ème  suivant  : 

Le  premier  membre  de  la  résultante  des  équations  (  i  ) 
est  te  coejyicient  de  — ;  -j  ■  ■  -  dans  le  développement 
du  produit 

■  ?i£]  ?(-'')  ?(^°)       4 

Ce  théorème  permet  de  mettre  le  premier  membre 
de  ]a  résultante  sous  la  forme  d'une  intégrale  muUiplt:. 

Nous  n'insistons  pas  sur  ce  point  qui  n'est  que  cu- 
rieux!, mais  nous  ferons  observer  qu'il  permet  de  faire 
JDtervenir  dans  les  calculs  la  résultante  de  deux  équa- 
tions quelconques  sans  avoir  besoin  de  la  calculer  eH'ec- 
tivemenl,  absolument  comme  la  théorie  des  détermi- 
nants permet  de  faire  intervenir,  sans  avoir  besoin  de  la 
trouver,  la  résultante  de  plusieurs  équations  du  pre- 
mier d^ré. 
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LA  SOLUTION  GÉOIÉTUQUB  DE  L'&OOATION  II  QUATRIBHB 
DEflilBC); 

Par  m.  Fbitz  HOFMANN. 

Étant  donnée  une  équation  générale  du  quatrième 
degré 

(A)  (ioi'+4a,s>-t-Ca,'î'-i-4«i'ï  +  *'t=  », 

on  peut  faire  la  substitution  z  =  —  <  ce  qui  donne 

(B,     „.(|)V4a,(£)V6».g)' 

L'équation  (B)  représente  l'ensemble  de  quatre  droites 
menées  par  l'origine  :  —  =^i,  ^i,  )•»,  ^j;  si  ),|,  Xj,  Xj, 
X4  sont  les  racines  de  l'équation  (A). 
,      Le  faisceau  (  B)  coupe  en  quatre  points  distincts  la 
parabole 

(C)  y*~^  =  o, 

menée  par  l'origine  (abstraction  faite  du  point  commun 
situé  dans  l'origine  même,  nous  l'excluons  comme  uon 
essentiel  pour  notre  problème). 

On  peut  chercher  l'équation  d'une  section  conique  D 
qui  passe  par  les  quatre  points  mentionnés,  c'est-à-dire, 
les  quatre  points  d'intersection  essentiels  do  B  et  C 
Cette  équation  D  contiendra  une  constante  arbitraire, 


(  ■  )  Sur  les  mélhodcs  employées  dans  les  lignes  saivantcs,  comparer 
SàLMDN,  Leisons  inti-oduciory  to  tite  modem,  higber  Algebra, 
an.  309(173). 
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puisque  la  section  conique  D  n'est  pas  encore  déterminée 
par  quatre  poïnU.  La  forme  de  l'équation  D  une  fois 
trouvée,  on  pourra  interpréter  la  solution  de  l'équation 
(A)  ou  (B)  comme  la  détermination  des  quatre  points 
d'intersection  des  deux  sections  coniques  C  et  D,  et  nous 
verrons  que  c'est  justement  la  mobilité  de  la  sectiou 
conique  D  qui  facilite  la  détermination  de  ces  quatre 
points  communs. 

En  employant  encore  les  lettres  \,  Xj,  "kt,  X,  pour 
désigner  les  racines  encore  inconnues  de  l'équation  (Â), 
on  peut  d'abord  donner  une  liste  de  ces  quatre  points 
d'intersection  de  B  et  C. 

De—  =).)  on  tire.r^X,  r  et,  en  substituant  dans  C, 

En  supprimant  la  racine  y  =  o  (qui  nous  ramènerait 
â  l'origine),  nous  avons/  ="><,,  ce  qui  donne  x  =  >.J. 
Donclepoint{x=:l,,  /  =  "k,)  est  situé  en  môme  temps 
surla  droite  menée  par  l'origine  —  =  ).,  et  sur  la  para- 
bole 
(C)  ^'-x  =  o. 

On  a  donc,  pour  coordonnées  des  quatre  points  d'in- 
terseclioD  du  faisceau  (B)  et  de  la  section  conique  (C), 

*=Xî,  \l,  13,  XI, 
^  =  X,,  X„  X,,  X»; 

il  s'agit  maintenant  de  former  l'équation  (D)  d'une  sec- 
tion conique,  mobile  en  quelque  sorte,  qui  passe  par 
les  quatre  points  énumérés. 

En  supposant  l'équation  (D)  de  la  forme 

\:^!^-^-B3■J,■-^-Gy^-l-Dx-^-Ey  +  l•  =0, 
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les  six  coeFficicnls  doivent  saiisfaîru  à  quatre  conditions, 
que  l'on  formera  en  introduisant  dans  cotte  équation 
les  quatre  couples  X^,  X,-  formés  au  moyen  des  quatre 
racines  X,: 

n  faut  donc  qu'on  ail  (x  =:  "kf,  y  =  \î) 

(i)  AX*  -4-BXÎ  +(C-hD)1?  +  E1,-i-F  =  o 

(i  =  I ,  a,  3,  4)i  <>û  \\  ^1,  Xj,  X|  sont  les  racines  de  l'é- 
quation (A)  ou  (6).  Mais,  puisque 

(B)  a»i;  -t-4a,XÎ  +6a,X*  -(- 4rtj>/-(-ai  =  o 

(i  =  I ,  a,  3,  4  )  est  une  identité,  t'éqnation  A  est  satis- 
faite identiquement  en  posant 

A.  =  Oe,        B  =  iai,       C-(-D  =  60»,       E  =  jo,,       F  =  <ii, 
et  l'équation  chcrcLée  est  de  la  forme 
(D)  <ia3;'+4aiiO'-t-nj'*-H(6(r,— (t);F-(-4aj^-t-at=o. 
C'est  là  la  section  conique  J)  qui  passe  par  les  quatre 

points  d'intersection  du  faisceau  B  et  de  la  parabole  C 

(voir  la  figure}. 


Nous  donnons  une  vérification  a  posteriori  des  pro- 
priétés de  la  section  conique  I). 

Eu  supposant  données  les  équations  D  =  o,  C  ^  o,  on 
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peut  en  déduire  direciement  une  équation  qui  existe 
entre  les  quatre  rapports  —  >  pris  relativement  aux  quatre 
points  d'intersection  des  deux  sections  coniques  C  etD; 
car,  si  x-,y  est  un  point  commun  à  C  et  D,  on  a  le  sys- 
tème 

o  =  ^>.i  — a-.i  -4-o,i, 

o=o.i4-^>.i-a:.i, 

-i-[(6a,— |Jl)J:-t-^a,r]■I  +  «l-'■ 
et,  en  éliminant  la  valeur  i,  on  voit  que 


\  a^sd* -V \tt^xy  •\- yxy^    (6a,— fi)a:  +  4(i,j'      a»    | 
On  trouve  comme  résultat 

-(-(6a,—  ii)«V*-l-  jï^J^ar  =  o, 
condition  qui  est  remplie  par  les  quatre  directions  — 
des  droites  menées  par  l'origine  aux  quatre  points  d'in- 
tersection de  C  et  D.  On  voit  que  c'est  bien  encore 
l'équation  (6)  de  laquelle  nous  sommes  partis. 

Après  nous  être  assurés  que  la  section  conique  D 
passe  par  les  points  d'intersection  du  faisceau  B  et  de  la 
parabole  C,  nous  voyons  que  notre  problème,  la  solution 
de  l'équation  (A)  ou(B),  est  ramené  à  la  détermination 
des  quatre  points  d'intersection  de  C  et  D. 

Quant  à  l'équation  (D)  elle-même,  on  peut  la  mettre 
sous  la  forme 

où  l'on  voit  distinctement  que  la  forme  de  la  section 
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conique  D  se  modifie  selon  les  valeurs  arbitraires  que 
l'on  attribuera  à  la  constante  |a. 

C'est  ici  le  point  qui  met  en  évidence  le  but  ei  les 
avantages  de  notre  procédé  géométrique  :  la  transfor- 
mation de  notre  équation  proposée  (Â)  en  un  problème 
de  Géométrie  du  même  degré  de  complication  ne  consti- 
tuerait pas  encore  un  progrès  essenliel  quant  à  la  solu- 
tion effective  de  l'équation;  c'est  seulement  la  présence 
delà  constante  [j.  qui  nous  fournitle  moyen  de  n'nj7/i^er 
la  conUguration  géométrique. 

On  sait  que  le  discriminant  d'une  section  conique 
décide  la  question  ai  son  équation  est  séparable  en  deux 
facteurs  linéaires  ou  nos;  or,  le  discriminant  de  la  sec- 
tion conique  D  contiendra  toujours  la  constante  y.,  et, 
en  choisissant  la  valeur  de  p  telle  que  le  discriminant 
s'évanouisse,  la  section  conique  D  dégénère  en  un  couple 
de  droites.  La  détermination  du  centre,  du  point 
commun,  de  ce  couple  est  un  problème  du  premier 
degré;  la  séparation  des  deux  droites  E,,  Ej  qui  com- 
posent la  section  conique  dégénérée  est  un  problème 
du  deuxième  degré.  En  faisant  couper  par  chacune  des 
deux  droites  Ei ,  Ej  la  parabole 

(C)  ^'-x  =  o, 

il  reste  encore  deux  fois  une  équation  du  deuxième 
degré  à  résoudre  qui,  finalement,  nous  fournit  les  cooi^ 
données  x,  y  des  deux  points  d'intersection  avec  la 
parabole,  relatifs  à  chacune  des  droites  E,  et  Ej  men- 
tionnées. 

Ajoutons  que  l'application  exacte  des  résultats  géo- 
métriques énoncés  dans  les  dernières  lignes  serait  encore 
un  petit  détour,  puisque,  pour  notre  problème,  il  ne 
s'agît  pas  de  l'évaluation  des  points  d'intersection  de  D 
et  C,  mais  seulement  de  la  détermination  des  quatre 


,,Googlc 


(  '«5  ) 
direclwns  —  ;  nous  préférerons  donc  employer  l' équa- 
tion quadratique  qui  existe  pour  —  >  quand  une  section 
conique 

(C)  y^-^  =  o 

Cl  une  droite 

(E)  nx -i- by -¥■  c  =  o 

se  coupent  en  un  point  (x,  y)  :  de 
(oar-i-éj-)4-c.i  =  o, 

nn  conclut,  par  l'élimination  de  i, 

I  asr->rby       c     \  ,      i  . 

=  o         ou         O J!>  -H  bx-y  ■+■  cy*  =  o. 

Comme  résultat  final,  nous  avons  à  résoudre  géo- 
métriquement l'équation  (A);  nous  voyons  d^ abord 
mcore  une  fois  que  cette  solution  dépend  d'une  équa- 
tion du  troisième  degré,  ce  qui  est  connu  pour  tontes 
les  méthodes  algébriques. 

Cette  équation  du  troisième  degré  {le  discriminant 
d'une  section  conique)  fournit  par  ses  trois  racines  \/i 
les  trois  points  d'intersection  des  trois  couples  de  droites 
qa'on  peut  mener  par  quatre  points,  inconnus  séparé- 
ment, mais  qui  sont  déEnis  comme  points  communs  à 
deux  sections  coniques  données. 

L'équatioD  du  troisième  degré  résolue,  il  reste  encore 
la  solution  de  deux  équations  du  deuxième  degré  pour 
donner  les  racines  —  de  l'équation  (B)  ou  les  s  de 
l'équation  (A)  en  forme  ou  valeur  déSnitivo. 
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Table  des  procédés  géométriques  à  suivre  pour    la 
solution  d'une  équation  du  quatrième  degré. 

I.  Former  l'équation  de  la  section  conique 

D  !={0(i3:'+4a,x/+  6aiar-4-4aj^+  a»)  +  (i(^»  — J-). 

II.  Former  le  discriminant  de  D,  savoir 


ao,     (30,-  ^) 


(— -0 


l'égaler  à  zéro,  trouver  une  racine   ^,   de  l'équation 
F=o. 


m.  Former 


I), 


à  l'aide  de  cette  valeur  déterminée  y.,  de  [a. 

La  section  conique  D  dégénère  en  un  couple  de 
droites,  d'après  la  théorie  des  discriminants. 

IV.  Séparer  les  deux  facteurs  linéaires 


dont  Di  se  compose,  par  la  solution  d'une  équation  qua- 
dratique. 


V.  Les  valeurs  de  -  tirées  des  deux  équations 
sont  les  racines  de  l'équation  proposée. 
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Exemple  I.  —  Soit  proposée  réqualion 

(A)  i'— ia-'— a;'-f-i6a?— n  =  o, 

Oj^ii       4"i  =  —  4i       6(i(  =  — I,       4aj  =  i6,       «4=— 15. 
La  section  conique  D  est  donnée  par 

(D)  a;'— 4jry  — a:  +  i6j'  — ia+iJi(^'—  af)  =  o. 

Elle  doit  passer  par  les  points  d'intersection  du  fais- 
ceau 

'»'      ©'-*(f)'-œ*-«(7)-"  =  °' 

avec  la  parabole 

(C)  y^~x  =  o. 

Vérifions:  soit  x,_^  un  point  commun  à  C  et  D;  nous 
pouvons  établir  directement  une  équation  pour  le  rap- 
port —  de  la  manière  suivante  :  mettons  [i.  =  o  dans 
l'expression  de  D,  les  points  d'intersection  avec  C  res- 
teront les  mêmes;  c'est-à-dire  qu'on  a,  pour  notre  x 
et^, 

(a;>-4ay).i-t-{-aJ  +  i6/).i-i2.a=o, 


En  éliminant  i ,  on  trouve 

[  a;ï —  ^xy     —  x  -\-  ^&y     —  la  1 

I         o  y^  —t\ 

011 

a;* —  4^^  —  x*y*  -\-  lu  3:y^  —  i 
ce  qui  s'accorde  identiquement  avec  B. 
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Formons  le  discriminant  F  : 


(-^-0 


ce  qui  nous  donne  une  «équation  du  troisième  degré 
pour  |ji. 

Elle  a  trois  racines  [x  =:  o,  3,  —  5  ;  la  connaissance 
d'une  seule  nous  suffirait  pour  donner  une  solution 
complète.  Les  substitutions  [t  ^  o,  3,  —  5  dans  la  formo 
de  D  feront dégénérerD  trois  fois  en  un  couple  de  droites  : 

[1  =  0    change  D  en(4^  — «-3X-X  +  4), 


Ponr  déduire  (  '  )  une  de  ces  fon 
D  se  change  eu 


nies,  prenons  [ji= — 5. 


(D.) 


ar* —  ixy  —  5^'+  i6_y  +  ix 


il  s'agit  d'opérer  la  séparation  des  deux  droites  repré- 
sentées parD,. 

Le  ceutrc  a^,  y  du  couple  D  est  déGni  comme  satis- 
faisant aux  trois  équations  du  discriminant  F  : 

a:"— ay-(-   3  =  0, 

—  aa?' — 5^' -H  8  =  0, 

i'+  8y— la  =o. 

On  voit  que  c'est  le  point  x'=  ^,  y  ^  ^■ 


(')  Pour  une  mrilhode  très  giioéralc  de  séparer  les  droites  d'un 
couple,  voir  Cledscii-Lindeiunn,  Leçon»  de  Céomctrie,  iraduitesptr 
A.  Bcnoist,  Chap.  II,  n"  3  :  Sur  les  couplet  de  droila. 
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En  mettant  ^  ^  o  dans  D,  =  o,  on  voit  paraître  ]vs 
ilenx  points  â'întcrscclion  du  couple  D|  =  o  avec  t'axe 
x  =  o.  L'équation  du  deuxième  degré  (D|  ^^  o,  x^o), 

6 
a  pour  racinca  j:  i=  o,  j-  =  a,  j'  =  ;  ■ 

Ainsi  nous  avons  les  moyens  de  former  ellectivcmcn l 

les  deux  équations  (E,)  et  (E^)  qui  composent  D,.  La 

droite E|  joindra  le  centre  ^i  ^  au  pointe,  a;  soncqna- 

lion  est 

la  droite  Ej  joindra  le  même  point  ô'  3  &  l'autre  point 
sur  l'axe  des  y  :  o,  =;  son  équation  est 

(E,)  a^  — 5.r-t-6  =  n. 

Ou  ne  clicrcliera  pas,  d'après  ce  que  nous  venons  de 
dire  dans  une  parenthèse,  les  points  d'intersection 
mêmes  de  E,  et  Ej  avec  C  :  y' — x=:  o;  il  suflit  de 
connaître  les  quatre  directions  qu'ils  déterminent  avec 
l'origine  et  qui  ont  les  quatre  rapports  —  pour  mesure. 

En  éliminant  i  cuire  Ei  et  C  :  j*  —  x  =  o,  on  a 

et  de  même  en  éliminant  entre  Ej  et  C  : 


Oo  voit  que  l'équation  proposée  a  pour  racines  1, 

-2,3. 
Ann.  de  Mathémat.,  3-  série,  1.  VII.  (Mars  1888.)  g 
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Lus  dcuxautriss  valeurs  <lc  ^,  qui  servent  à  fendre  D, 
donneront  encore  deux  équations  du  deuxième  degré. 

Exemple  II  : 

(Al  j.  3^'-T-ir'-i-6r'  — ia  =  o, 

<■"      K?)'-(f)"-»(f)'— "• 

(D)  li-'^2a-j--l-6i--ll-tf(j'-»>=0, 


1"  =  J,  4,  6- 
ClioisissoDs  |jL^  2.  IVoiis  nvoiis  d'abord 

le  ceiiti'e  se  trouve,  d'aiirés  F;  x  =  G,  )  ^  —  3.  En 
taisant  x  ^  o,  l'équatioti  (U,  )  donne 

'  =  •).      r  =  ^/6- 


Donc 

6 

--i       1 

(E.) 

^fi,     , 

" 

r      1 

(F.,)  i(,/3-/I)_,,.a/j-6/;.o. 

C.lioisiaions 


rR,) 


:rf/j   i   /;)^.r,/i-r,/; 
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pour  détermiuer  deux  racines  de  A  : 

OU 

(M 

f  =  y-C  —  3  ±  /l 
De  iiièintï  E|  «ui'ait  donné 

f  =  —  /ë  —  3  ±  v's. 

Note.  —  Il  «si  aisé  de  former  la  condition  pour  que 
les  sections  coniqnesC  elD£9(ouc//ent  en  un  point  :r,j>'. 
Cette  condition  sera  indépendante  de  ^;  nous  écrirons 
donc  D  sous  la  forme  spéciale 

ae^'+  ^a\7y  -¥  6a\x  +  ^a^y  -♦-0^  =  0. 

Quand  un  tel  point  x,_j' existe,  on  exprimer^  :  1°  qu'il 
<:st  situé  sur  les  deux  sections  coniques  C  ttt  D;  2°  que 
le  rapport  des  trois  coordonnées  homologues  de  sa  tan- 
gente, formée  deux  fois,  pour  chacune  des  sections 
uoniques  C  et  D,  est  une  constaute  p. 

On  a  d'abord 


m 


La  condition  pour  l'existence  d'un  rapport  constant  o 
entre  les  coordonnées  (cocfScients)  homologues   des 
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deux  tangentes  de  x,  j',   prises  par  rapport  à  C  <^t  D, 
douiie  les  trois  équations  suivantes  : 


(ï) 

-i  =  p(aoX  +  aût,/-H.3o,), 

(3) 

ty  =  p(ïa,x  +  ta3}. 

(0 

—  x=  p(3£i,j^-t-3a,_y-HOt). 

En  multipliant  Yi  S,  e  respectivement  par  x.  y,  i  et 
en  ajoutant,  on  voit  que,  (1rs  deux  équations  (a)  ut  (^), 
l'une  est  satisfaite  quand  l'autre  et  le  syiitème  y,  S,  e  sont 
remplis.  Donc  on  peut  supprimer  ^. 

En  éliminant  p  entre  y,  S  et  5,  e,  nous  avons  Cnalcnicnt 
le  système  de  trois  équations  entre  lesquelles  il  s'agira 
d'éliminer  x  et^  : 

(«)        I.  y^-x  =  o, 

(TfS)     If.         {aa,+  4ai^*-+-6(7,j')H-i(aa,-i-2a«j')  =  o, 
(St)    II[.    (ni(j'  +  4«,^')+(6a,^  +  aa,)ar+3ai«»  =  o. 

En  éliminant  x  entre  I  et  II,  on  a 


(ï)  aao^'  +  6ai>''-i-6«i.r  +  a'»»=o- 

De  même,  en  éliminant  x  entre  I  et  IIl,  ou  a 


ou 

(ij)  aa,7>+  6«,^>+  6a,^  -i-  aaj  =  o. 

Mais,  en  i-emplaçaut  mécaniquement  dans  les  équa- 
tions (Q  et  (T|)  la  lettre  _j-  par  le  rapport—  et  en  mul- 
tipliant ensuite  par^i'  les  équations  (s)i'l  {fi)  prennent 
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cxacleinenl  la  forme  des  deux  quotients  diirérculiels  de 
rtkjuation  (B),  pris  par  rapport  à  xelj.  Et  l'on  voit 
que  i'éliuiinalion  dej^'^ntre  (Q  et(^)  serait  ideutiquu 
avec  l'opération  d'élimîaation  qui  conduit  à  la  forme 
«:onDuv  du  discriminant  de  l'équation  (A  )  : 


o        au    3  ai     30) 


ai     3ai    3as      «i^    o 


D'une  manière  semblable,  toute  question  qui  nait  de 
la  discussion  de  l'équation  générale  du  quatrième  degré 
|>eut  être  traitée  sous  forme  purement  géométrique. 


TRANSFORMATION  W  FIGVRBS  ANALOGIil  A  LA  TRANSPOR- 
NATfON  PAR  RAVON&  YECTBURS  RÊCIPROOUBS; 

Pab  m.  D.  COELINGH,  d'Amsterdam. 


Après  avoir  étudié  la  tcausformation  suivante,  j'ai  lu, 
dans  les  Nouvelles  annales  de  1882,  le  Mémoire  du 
M.  Laguerre  :  Transformation  par  semi-droites  réci- 
proques. Bien  que  les  principes  qui  servent  de  base  » 
mes  considératious  soient  tout  à  fait  dilVérents  de  ceux 
de  M.  Laguerre,  la  transformation  n'en  diiTère  pas  es- 
se DUellemen  t.  C'est  pour  cela  que  je  me  bornerai  ici  h 
signaler  ces  principes,  à  développer  quelques  propriétés 
que  M.  Laguerre  n'a  pas  données  aussi  générales  qu'il 
est  possible,  et  à  faire  quelques  applici 
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Propriété  relative  à  unedroite  et  à  une  circonférence. 

Si  l'on  mène  d'un  point  P  {fig.  i)  sur  unedroite  XX' 
deux  tangentes  à  une  circonférence  O,  on  aura 

sinAPO  =  AO  :  OP,        sinCPO  =  OC  :  OP, 
d'où 

tang^APC  _  AO-t-OC 
langJBPC  ~  AO  — oc' 

Si,  pour  dé&nir  les  angles  d'une  manière  précise,  on 
suppose  donné  sur  toutes  les  droites  un  sens  positif  et 
qu'on  ne  considère  donc  que  dos  semi-droiles  et  des 


cycles,  comme  M.  Laguerre  l'a  fait  dans  le  Mémoire 
cité,  la  relation  deviendra  (si  l'on  compte  les  angles 
dans  le  sens  positifjusqu'à  u^) 

lan};i(XX',AP)tangl(XX',PB)=  5^. 

Cette   i-elalion  ne  dépend  plus  de  la  position  de  P 
sur  XX'  :  ainsi,  Je  produit  des  tangentes  des   moitiés 
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des  angles  est  constant,  quelle  que  soit  la  position  de  P 
sur  XX'. 

Le  théorème  est  analogue  au  ttiéorème  connu,  d'où 
résulte  la  dclînition  de  la  puissance  d'un  point  par  rap- 
port n  une  circonférence. 

DC  et  EC  sont  les  distances  à  XX'  des  tangentes  deO, 
ijui  font  avec  XX'  des  angles  égaux  à  zéro  et  à  n.  La 
relalion  subsiste  pour  toute  droite  et  tout  cycle  si  l'on 
compte  les  distances  DC,  EC  positives,  lorsqu'elles 
sont  dirigées  vers  le  centre,  négatives  si  elles  sont  diri- 
gées en  sens  opposé. 

Le  quotient -pn^  sera  appelé  le  rapport  de  la  semi- 
ttroite  relativement  au  cycle  ou  celui  du  cycle  relati- 
vement à  la  semi-droite  ;  il  est  positif  ou  négatif  à 
mesure  que  la  semi-droi  te  coupe  le  cycle  ou  non  ;  il  est 
zéro  si  ta  semi-droite  est  une  tangente,  iulîni  si  elle 
n'en  dîflëre  que  par  le  sens;  il  est  égal  à  l'unité  si  la 
semi-droite  est  diamètre,  — ■  si  le  cycle  est  întiniment 
|>etit,  c'est-à-dire  se  réduit  à  un  point. 


Dèfiniiions.  —   Théorèmes  fondamentaux. 

1,  IJeux  semi-droites  sont  dites  inverses  par  rapport 
à  une  semi-droite  fixe,  nommée  axe,  et  suivant  une 
constante  X,  si  elles  se  rencontrent  dans  l'axe  et  que  les 
angles  tp  et  »'  entre  l'axe  et  les  semi-droites  soient  tels 
que 

tangi»  tang^f'=  X, 

Si  les  semi-droites  sont  parallèles  à  l'axe,  elles  seront 
de  sens  contraires,  et  le  rapport  de  leurs  distances  à  l'axe 
sera  égal  à  ta  constante  de  l'inversion. 

Pour  l'inversion,  une  courbe  sera  considérée  comme 
l'enveloppe  d«  ses  tangentes. 
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â.  Deux  hetai-dro'ties  et  leurs  inverses  sont  tangentes 
à  un  mfiine  cycle. 

3.  La  tangente  vomniuiie  à  deux  courbes  et  celle 
commune  aux  inverses  sont  égales,  mars  de  sens  con- 
traires. 

En  elTet,  si  l'on  inèue  par  un  point  P  de  l'axe  (Jîg.  a) 


les  tangentes  aP  et  PA  à  deux  courbes  inverses  et  par 
un  point  Q  les  tangentes  voisines  AQ  et  QB,  on  aura 
(n'2) 

PC-(-QC  =  cP-f-cQ, 

d'où  l'on  déduit  à  la  limite 


De  ce  lemuie,  le  tliéorémc  énoncé  suit  immédiate- 
ment. 

Jiemar<iiie.  —  M,  Laguerre  a  démontré  ce  théorème, 
par  le  calcul,  dans  le  cas  spécial  où  les  deux  courbes 
sont  des  cycles  {Notivellifs  Annales,  p.  55a;  i88't)' 
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4.  La  figure  invcrsv  d'un  cycle  est  un  autre  cycle, 
l'axe  (le  l'inversion  est  l'axe  radical  des  deux  cycles. 

Si  la  constante  deTinversion  est  telle  (|ue  Aa'P{Jig.  3) 
est  l'inverse  de  PA,,  le  cycle,   qui   a  son  centre  sur 


0,  Y  {wnpendiculaii'c  à  XX'  et  qui  touche  A^P  i-n 
Ai(AïP==PAi),  sera  l'inverse;  en  eil'et,  deux  tangentes 
B,Q  et  QB,  seront  inverses  l'une  de  l'autre,  parce  que 
le  quadrilatère  PSQS'  est  circonscriptible. 

5.  Deux  cycles  étant  donnés,  on  peut  toujours  passer 
de  l'un  à  l'autre  par  une  inversion  tangentielle  et  par 
une  seule  (avec  cette  restriction  que  le  sens  de  l'axe  est 
indéterminé).  Le  rapport  de  cette  inversion  sera  nommé 
le  rapport  d'un  cycle  relativement  à  l'autre,  PA,  et 
A,P  seront  dites  des  tangentes  correspondantes. 

6.  Si,  dans  la  fig.  3,  on  mène  les  tangentes  à  O,  et 
O,,  parallèles  à  XX',  on  démontre  facilement  que 

si  l'oii  désigne  par  ),|^3  )a  constante  de  l'inversion, 
par  \  et  Xj  les  rapports  de  XX'  relativement  aux  cycles 
O,  et  0,. 
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pour  ).î,t  =  -X,,         \t^  —  i, 
pour  If  ,  =  i|,  X,  =  I, 

c'est-à-dire  que,  si  l'axe  d'iaversion  iie  coupe  pas  le  cycle, 
OD  peut  choisir  ta  coDStanle  de  l'inversion  telle  <|ue  le 
cycle  inverse  se  réduise  à  un  point;  si  l'axe  d'iuversion 
coupe  le  cycle,  ou  peui  choisir  la  constanle  telle  que 
l'axe  devienne  diamètre  du  cycle  inverse. 

Axes  et  centres  de  sù/iililude. 

7.  Deux  cycles  0|  et  O,  (Jîg.  4)  ont  même  rappoi-t 
lelativement  à  une  droite  /,  qui  joint  le  jwiut  de  ren- 
contre de  deux  tangentes  deO|  au  point  du  concourt 


des  tangentes  correspondantes  de  Oj  :  en  ellut,  on  in- 
versant autour  de  l'axe  /,  tellement  que  le  cycle  inscrit  ni 
coïncide  avec  son  inverse,  les  cycles  O,  et  Oj  coïncident 
aussi  avec  leurs  inverses. 

Une  semi-droite,  qui  a  même  rapport  relativement  à 


,,GoogIc 


■(  '39  ) 
quelques  ejt^les,  sera  appelée  axe  ife  similitude  tli;  ces 
cycles. 
La  ré<:îproque  du  théorème  est  vraie. 

8.  Trois  tangentes  de  O,  {^g-  5)  et  leurs  correspon- 
dantes de  Oi  forment  des  triangles,  U^ls  que  les  points 


île  concours  des  côtés  deux  il  deux  sont  en  ligne  droite  ; 
les  droites  /,  m,  n  (axes  de  similitude  )  qui  joignent  les 
sommets  deux  n  deux  concourent  donc  en  un  point.  Si 
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l'on  fait  varier  les  trîaugtei  cd  conservant  les  droites  / 
et  /»,  ta  troisième  droilt;  n  passera  toujours,  en  restant 
axe  de  similitude,  par  le  point  de  rencontre  de  /  et  m. 
De  là  on  déduit  facilement  que  l'enveloppe  de  tous  les 
axes  de  similitude  de  deux  cycles  est  un  point  :  ce  point 
est  nommé  centre  de  siinilitude, 

La  centrale  et  les  tangentes  communes  aux  deui 
cycles  sont  d^s  axes  de  similitude^  elles  passent  par  It: 
centre  de  similitude. 

9.  Troiscyclesont  deux  à  deux  trois  centres  de  simili- 
tude. La  droite,  (jui  joint  deux  d'entre  eux,  aura  mèmu 
rapport  relativement  aux  trois  cycles  et  passera  donc  çxe 
le  troisième  centre  :  ces  centres  sont  en  ligne  droite; 
c'est  le  seul  axe  de  similitude. 

Il  y  a  une  inGnité  de  cycles  qui  but  même  rapport  h 
cet  axe;  l'ensemble  de  ces  cycles  sera  nommé  un  syt- 
tème  de  cycles. 

Les  cycles  communs  à  deux  systèmes  sont  encore  en 
nombre  infini  ;  l'ensemble  de  ces  cycles  sera  nommé 
un  faisceau  de  cycles. 

Toute  paire  de  cycles  d'un  faisceau  a  tes  mêmes  deux 
axes  de  similitude-,  toutes  tes  paires  ont  donc  même 
centre  de  similitude  :  c'est  le  centre  de  similitude  du 
faisceau. 

Le  centre  de  similitude  est  le  cycle  inliniment  petit 
du  faisceau. 

Les  centres  des  cycles  d'uti  faisceau  sont  en  ligne 
droite,  car  la  droite  qui  joint  le  centre  de  similitude  au 
centre  d'un  cycle  est  diamètre  de  tous. 

Si  le  centre  de  similitude  est  intérieur  aux  cycles, 
tous  les  axes  de  similitude  ont  un  rapport  positif  (fais- 
ceau positif). 

Si  le  centre  de  similitude  est  extérieur  aux  cycles, 
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les  tangentes,  menées  par  ce  point  n  un  cycle  du  fais- 
ceau, seront  tangentes  à  tous  les  cycles  du  faisceau  (fais- 
ceau négatif). 

Longueur  lie  tangentes  communes  à  deux  cycles. 
Inversion  de  systèmes  et  de  faisceaux. 

10.  Un  cycle  tangent  à  deux  paires  de  tangentes 
correspondantes  de  deux  autres  cycles  a,  aux  deux 
cycles,  des  distances  tangentielles  «gales  {^voir  le  Mé- 
moire cité,  p.  544};  i)  a,  relativement  à  l'axe  radical,  un 
rapjtort  égal  au  rapport  d'un  des  cycles  relativement  à 
l'autre. 

En  effet,  la  démonstration  résulte  immédiatement  de 
l'inversion  qui  fait  passer  0|  en  O3,  si  du  moins  on  fait 
attention  au  théorème  du  n"  3. 

Les  réciproques  sont  vraies. 

11.  Tous  les  cycles,  qui  ont  à  deux  cycles  donnés 
des  distances  tangentielles  égaies,  forment  donc  un  sys- 
tème; l'axe  radical  des  deux  cycles  est  l'axe  de  similitude 
du  système. 

12.  De  cela  on  déduit  facilement,  en  faisant  atten- 
tion au  n"  3,  que  la  figure  inverse  d'un  système  est  en- 
core un  système  de  cycles. 

13.  Le  faisceau,  étant  l'intersection  de  deux  systèmes, 
a  pour  figure  inverse  un  autre  faisceau. 

Cas  particuliers.  —  1"  En  vertu  du  n"  0,  on  peut 
toujours  réduire  un  faisceau  négatif,  par  l'inversion 
tangentielle,  à  une  série  de  points  en  ligne  droite;  l'axe 
de  l'inversion  sera  un  axe  de  similitude  qui  ne  coupe 
pas  les  cycles.  C'est  à  ce  cas  spécial,  ou  plutôt  au  cas 
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analogue  du  système  de  cycles,  que  M.  I.aguerrc  fait 
allusion  (p.  553  du  Mémoii-e  cité). 

a°  On  peut  toujours  réduire  un  faisceau  positif,  par 
l'inversion,  à  uu  groupe  de  cycles  concentriques.  En 
effet,  si  l'axe  d'inversion  est  un  ase  de  similitude,  on 
peut  toujours  choisir  la  constante  de  telle  sorte  que 
tous  les  ceutres  dans  la  figure  inverse  se  trouvetit  sur 
l'axe  (n"  6);  de  plus,  si  cet  axe  d'inversion  est  pris  per- 
jtendiculairc  à  la  ccutiale  du  faisceau,  tous  les  centres 
se  confondent. 

Remarque.  —  Le  c<-ntre  de  similitude  du  faisceau 
inverse  n'est  pas  l'inverse  du  centre,  mais  d'un  cycle  du 
faisceau  donné. 

14.  A  l'aide  du  tliéorème  du  n"  10  et  de  ses  récipro- 
ques, on  démontre  facilement  :  si  deux  cycles  m,  et 
mj  d'uu  faisceau  ont  chacun  des  distances  taugenltelles 
égales  à  deux  cycles  donnes  O,  et  O},  tout  cycle  du 
faisceau  a  des  dislances  tangenlielles  égales  à  Oi  et  Oj. 

15.  Si  l'on  considère  O,  et  Oi  comme  deux  positions 
arbitraires  d'un  cycle  mobile,  le  théorème  pcuts'éuoncer 
ainsi.: 

Si  un  cycle  mobile  a  une  distance  tangeniielle  con- 
stante à  deux  cycles  d'un  faisceau,  il  a  à  tout  cycle  du 
faisceau  une  distance  constante  et  (puisque  deux  de 
ces  distances  peuvent  s'évanouir)  i7  touche,  en  général, 
deux  cycles  fixes  du  faisceau. 

Ces  cycles  fixes  peuvent  facilement  être  construits  à 
l'aide  d'uue  inversion  du  n"  13. 

16.  Les  cycles,  qui  ont  des  distances  tangentielles 
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égalos  à  trois  cycles  donnés  O,,  Oj,  Oj  {Jîg-  6)1  for- 
ment  un  fabcvau,  inlerseclîon  de  deux  systèmes  du 


n*  11  ;  I(!  ceiilru  radical  dus  trois  cycles  est  le  centre  de 
shnilitudo  du  rai.sccau(  *). 

17.  S'il  s'agît  donc  de  construire  les  cycles  c]ui  soient 
tangents  à  trois  cycles  donnés,  il  faudra  les  cherclier 
dans  ce  faisceau  :  la  solution  de  cette  (juestion  {connue 
sous  le  nom  de  problème  à' j^poHonius)  a  été  indiquée 
déjà  au  n"  13. 

S'il  s'agit  de  la  question  plus  générale  de  décrire  un 


(')  On  peut  encore  déduire  de  \i  Jig.  6  une  démonstration  facile 
da  tluk>réme  de  Brianehon  :  si  l'on  prolonge  les  eûtes  de  l'hexagone 
t  ABCDEF  jusqu'à  ce  qn'on  ait 

struise  ensuite  les  trois  cycles  qui  touchent  en  A,  m. 


en  g,  t,  en  M,  n  les  cMés  opposé! 
YV,  7.7:  >rtanl  les  ânes  radican: 


e  l'hexagone,  les  diagonales  W. 
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v^-cle  qui  ait,  à  trois  cyck-s  donnés,  des  distances  langcu- 
lielles  égales  et  donncL's,  on  peut,  par  les  Inversions  du 
11°  13,  réduire  la  question  à  une  des  suivantes  : 

Trouver  sur  une  droite  donnée  un  point  tel,  tjue  la 
tangente,  menée  de  ce  point  à  un  cycle  donné,  soit 
d'une  longueur  donnée; 


Décrire  d'un  point  donné  comme  centre  un  cycle 
(jui  ait  à  un  cycle  donné  une  distance  tangentielle 
donnée. 

Ces  questions  sont  asscs  faciles  à  résoudre.  Elles  com- 
portent au  plus  deux  solutions. 

Systèmes  de  tangentes  à  un  cycle. 

18.  Le  rapport  aiiharmoiiîque  de  quatre  tangentes 
d'un  cycle  est  égal  au  rapport  anbarmonique  des  in- 
verses. 

En  cflet,  ce  rapport  étant  le  rapport  anliarmonîque 
constantdes  quati'e  points  de  rencontre  d'une  tangente 
arbitraire  avec  les  tangentes  considérées,  si  l'on  prend 
pour  les  deux  tangentes  arbitraires  des  tangentes  eor- 
l'espondantes  (n°  5),  il  est  clair,  d'après  i^Jig-  5,  que 
les  deux  séries  de  quatre  points  sont  les  perspectives 
l'une  de  l'autre,  le  centre  de  similitude  étant  le  centre 
de  la  perspective  (  '  ). 

(')  Oo  pcal  auïsi  démontrer  ce  Ihéorèmc  en  évaluant  en  fonction 
des  angles  de  la  Ggure  inverse  le  rapport  double 

»inl(3..)_»iot(4.0 
sii.i(3,M  ■  sin;-(4,a)' 
(3,1),  ...  désignant  l'anKlr eairc:  1m  tangentes  3  et  i,  .... 
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19.  Uti  système  de  paires  de  tangentes  d'un  cycle 
étant  dit  en  involittion  si  le  rapport  anliarmoiiifjue  de 
^atre  tangentes  quelconques  est  égal  à  celui  des  tan- 
gentes conjuguées,  il  s'ensuit  du  théorème  du  n"  18 
qu'un  système  de  tangentes  sera  en  involution  si  les 
points  de  rencontre  des  tangentes  conjuguées  sont  en 
ligne  droite.  De  plus,  on  démontre  facilement  qu'il 
n'existe  pas  d'autres  systèmes  en  involution. 

âO.  De  cela,  il  est  évident  que  les  paires  de  tangentes 
communes  à  un  cycle  d'un  système  et  à  tous  les  autres 
cycles  du  même  système  sont  en  involution.  De  même, 
li^s  paires  de  tangentes  communes  à  un  cycle  quelconque 
et  aux  angles  d'un  faisceau. 

21.  Il  peut  se  présenter  (lorsque  l'(i.re  de  l'involution 
coupe  le  cycle)  que  deux  tangentes  conjuguées  se  con- 
fondent en  une  seule,  nommée  tangente  double.  Cela 
pose,  on  déduit  facilement  du  théorème  du  n"  15  : 

L' enveloppe  des  tangentes  doubles  de  tous  les  sys- 
tèmes de  tangentes  en  involution,  déterminés  par  un 
faisceau  de  vycles  et  par  un  vvcle  mobile,  qui  reste  à 
des  distances  tangentielles  constantes  de  di-ux,  et  par 
conséquent  de  tous  les  cycles  du  faisceau,  est  composée 
de  deux  cycles  du  faisceau. 

22.  Remarquons,  en  dernier  lieu,  l'analogie  entre  la 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  et  l'in- 
versiou  tangentielle,  et  celle  entre  les  propriétés  dé- 
duites à  l'aide  desdcux  transformations.  Cette  aualogiecsl 
complète;  en  elVet,  les  théorèmes  démontrés  ci-dessus  ont 
leurs  correspondants  et  l'on  n'a,  pour  les  trouver,  plus 
rien  à  faire  qu'à  remplacer  dans  les  énoncés  donnés  les 
tangentes  d'un  cycle  par  les  points,  le  rapport  d'une 

Ann.  de  Mathémat..  l'  série,  t.  VU.  (Mara  i888.)  10 
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semi-droite  par  la  puissance  d'un  point,  la  longueur 
d'une  tangente  par  la  grandeur  d'un  angle,  l'axe  et 
le  centre  radical  par  le  centre  et  l'axe  de  similitude 
(et  réciproquement),  \es  groupes  de  cycles  àcentreetà 
axe  de  similitude  par  les  groupes  à  axe  et  à  centre 
radical. 

On  peut  poursuivre  plus  loin  cette  analogie  en  cher- 
chant :  i"  la  relation  (at)  entre  les  rajons  vecteurs  d'un 
point  origine  aux  points  d'une  cîrconrérence  :  a"  la  re- 
lation (  ^)  entre  les  angles  entre  un  axe  tixe  et  la  tangeute 
d'un  cycle-,  pour  qu'une  "circonférence  et  un  cycle  aient 
pour  ligures  transformées  une  autre  circonférence  «lun 
autre  cycle. 

En  désignant  par  A  la  distance  du  point  origine  au 
centre,  par  R  le  rayon  de  la  circonférence,  par  x  le 
rayon  vecteur,  parj'  celui  de  la  figure  transformée,  on 
trouve 

c,  et  C,  étant  des  constantes  arbitraires  qui  délînisscnt 
la  circonféreni:e  transformée. 

De  mitme,  eu  désignant  par  a  la  distance  de  l'axe  fixe 
au  centre,  par  r  le  rayon  du  cycle,  par  tp  et  -/^  les  angles 
entre  l'axe  fixe  et  deux  tangentes  inverses,  on  trouve 


relation  qui,  en  posant  tang^œ:^  x,  tang^y  ^y^  dt;- 
vient 

Les  relations  (a)  et  (p)  sont  identiques  pour 
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c'esl-à-ilire  les  transformations  (ce)  ci  (^)  sont  corres- 
pondantes deux  à  deux,  et  l'on  déduit  l'une  de  l'autre 
en  remplaçant  la  distance  de  deux  points  par  la  tangente 
de  la  moitié  de  l'angle  entre  deux  semi-droites,  et  la  puis- 
sauce  d'un  point  par  le  rapport  d'une  semi-droite  relaii- 
vcmeat  à  un  cycle. 


OIESTION  DE  GÉOMÉTRIE  INTRINSÈQUE; 

Par  m.  Ernkst  CESARO. 


La  question  dont  il  s'agit  a  été  l'objet  d'une  Conimu- 
DÏcation  de  M.  Pellct  à  l'Académie  des  Sciences,  le 
3i  mai  1887.  Ayant  porté  sur  les  normales  à  une  ligne 
(JM),  inclinées  de  1  sur  les  normales  principales,  des 
longueurs  MMi  ^  /,  éludions  la  ligne  (M,)  en  prenant 
pour  axes  mobiles  la  tangente,  la  Linormale  et  la  nor- 
male principale  à  (  M  ),  en  iM .  Les  coordonnées  de  M|  sont 


i'X  leurs  dérivées  par  rapport  à  s  sont  nulles.  On  a  donc 

Sx  _    _  fcosa  y:  „  _  ^«-"sa  0;  _  /sina 

Us  p      '  di  r      '  <h  r 

II  eu  résulte  que  le  rapport  des  carrés  des  vitesses  des 
points  M,,  M  est 

ce  qui  permet  de  poser 

,1,  ,_  iSl^  =  Kco3«,  '   =  Ksinw, 
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u  étant  l'angle  des  tangentes  aux  deux  lignes,  en  M  ci 
M,.  Dès  lors,  les  cosinus  directeurs  delà  tangentt;  à 
(Mi  ),  en  M,,  sont,  d'après  (i), 


Ou  remarquera  que  b  sinuc  ■+■  c  cosa  =  o.  La  ligne  (M|) 
rencontre  donc  orthogonal ement  les  droites  IVIFS!, .  Que 
faut-îl  pour  que  ces  droites  soient  les  normales  prin- 
cipales de  (Mi)P  Telle  est  la  question  posée  par  M.  Pel- 
let,  et  que  nous  allons  résoudre  par  les  méthodes  intrin- 
sèques. 

Pour  que  MM)  soit  la  normale  principale  de(M,),cii 
M,,  i]  faut  et  it  suffit,  en  vertu  des  formules  de  Frenet, 
que  Za  soit  nul.  Mais 


ds       rfi  " 


(ds  "^     p    )" 


el  l'on  peut  écarter  l'hypothèse  sin  u  ^  o,  qui  nous  con- 
duirait au  cas  de  deux  lignes  planes,  parallèles.  Consc- 
quemment 


-/i 


D'autre  part,  les  formules  (3)  nous  donnent 

(5)  -ianBi(  = j 

On  obtient  donc,  par  élimination  de  u,  une  des  équa- 
tions intrinsèques  de  (M),  l'autre  équation  restant  arbi- 
traire. 

Supposons  connues  les  équations  intrinsèques  de  (M  ), 
cl  tâchons  d'en  déduire  celles  de  (M,).  Connaissant  p 
et  r  en  fonction  ilcs,  on  connaîtra  K  par  (a),  et  m  par  (4) 
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OU  par  (5).  Cela  étant,  on  a  immédiateraeni 

Pour  avoir  la  flexion  de  (M,)  remarquons  que 


Le  dernier  membre  représente  donc  ^-  Par  suite 

OU  bien,  en  vertu  de  (3), 

(8)  ,+  l  =  S^. 

Pi  K 

Quant  à  la  torsion,  remarquons  d'abord  que  les  cosi- 
nusdirecteurs  de  laLinormale  à  (M|),  en  M,,  sont 

Coaséquemment,  en  tenant  compte  de  (4)|. on  a  SA  =  o, 
et 

1     3B  _     I  '  se  _  cosasiiiM       cosu 

Oq  en  déduit 

K       cosasina       cosw 


(9) 


OU  bien,  en  vertu  de  (3), 


L'élimination  de  s,  entre  (6),  (8),  (lo),  conduit  aux 
équations  intrinsèques  de  (M,). 
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Remarquons,  en  passant,  que  (S)  et  (lo)  se  déduiseni 

des  égalités  (3)  par  le  changement  de  R  en  ^  ei   du  i 

en  t:.  Keinarquons  encore  que  la  combinaison  de  (lo) 

avec  (3)  donne  lieu  aux  relations 


dont  la  première  a  été  signalée  par  M.  Pellet. 

Soient  cp  elç,  les  angles  de  (M)  et  (M,)  avec  les  géné- 
ratrices de  leurs  dévcloppables  rectifiâmes.  Si  l'on  divistt 
(7)  par  (9),  on  obtient  sans  peine  la  formule 

lan};((f( —  u)  =  cosa  tan},'o, 

qui  va  nous  servir  à  clierclier,  avec  M.  Pellet,  quelle 
doit  être  (M)  pour  que  (M()  soit  une  droite  D.  Il  faut 
évidemment  que  l'on  ait  çt  =  o  et,  par  suite, 

tangf/=^œsa; 

puis,  par  comparaison  avec  (j), 

Cela  étant,  la  formule  (4)  donne 

jsîna  =  —  fpdu—  IcMa  culu  ; 
d'où,  successivement, 

Il  suffit,  maintenant,  d'éliminer  u  «uire  (ci)  et  (lal 
pour  avoirlcs équations  intrinsèques  de  (M),  Onoblienl 
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La  seconde  équalion  iious  dit  que  (M)  est  géodésiquc 
sur  un  certain  cône,  dont  lo  sommet  est  «vidutninent  le 
point  de  rencontre  du  plan  rectifiant  avec  la  droite  D. 
Remarquons  que  celle  droite  est  toujours  perpendicu- 
laire à  MM, ,  et,  par  suite,  le  point  M  reste  à  la  distance 
/  de  D.  Autrement  dit,  la  ligne  (M)  est  tracée  sur  un 
cylindre  de  révolution  dont  D  est  l'axe  et  /  le  rayon. 
Quelle  est  la  transformée  de  (M)  Jorsqu'on  déploie  le 
cylindre  sur  un  plan  P  Rappelons  que,  si  l'un  enroule  sur 
un  cylindre  de  révolution,  derayon /,1e  plan  d'une  ligne, 
la  nouvelle  valeur  de  la  flexion  est  donuée  par  la  for- 
mule 

03)  l  =  ±^SSp, 

p'       PÎ  '' 

Q  étant  l'angle  des  tangentes  avec  les  droites  du  plan,  qui 
se  transforment  en  cercles.  Si  la  ligne  plane  est  une  chai- 
nette  de  paramètre  ^,  de  sorte  que 


PbCos'8  =  A-, 

pourvu  qu'on  enroule  la  directrice  suivant  un  cercle.  La 
formule  (iS)  donne 

D'ailleurs  S(,=:s.  Donc 

Cette  équation  coïncidera  avec  la  première  équation 
înlrinsèque  de  (M),  si  l'on  prend  A'  =  /cota.  On  oLlient 
donc  la  ligne  (M)  en  enroulant  sur  un  cylindre  de  révo- 
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lution,  de  rayon  /,  une  cliamettc  de  paramètre  /  cot  a,  eii 
ayant  soin  de  diriger  l'axe  de  la  courbe  suivant  les  géué- 
rati-iccs  du  cylindre,  La  directrice  se  transforme  alors  en 
une  circonférence,  ayant  pour  centre  lesommetdu  cône 
i-ectiliant  de  la  courbe  considérée. 


SI[R  U  COURBIRE  DES  €0NI1|UBS; 

Fah  h.  ë.  CESARO. 


1 .  Soie»  t,  par  rapport  à  la  tangente  et  à  la  normale  en 
un  point  M  d'une  ligne  quelconque,  a  et  ^  les  coordon- 
nées d'un  point  fixe  O,  centre  d'une  conique  oscula- 
trice,  en  M,  à  la  ligne  considérée.  L'équation  de  la 
conique  est  de  la  forme 

(.)      A(a.-«)i  +  aG<:t-«)0'-fl)+BO'-p)«=i, 

et  l'immobilité  de  O  est  exprimée  par  les  égalités 


Uifférentîons  (i)  deux  fois  de  suite^  puis,  pour  expri- 
mer l'osculation  avec  la  ligne  fondamentale,  supposons 


On  délcrmine  ainsi  les  coeiricicnts  A,  B,  C,  et  l'on  voit 
que  l'équation  delà  conique osculatrice  est 

Ci)  {?^-='y)'  =  'fifyl'>'^-y)- 

2.  Pour  cberihci-  Tcuveloppe  de  celle  couiqur,  dilfé- 
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rcDiious  l'étjuatîon  (3)  en  supposant 

cilenteDant  compte  <lc  (a).  Il  vient 


Si 


l'équation  (4)est  vérifiée  idcntiqucnient,  et,  par  suite, 
la  ligne  fondamentale  coïncide  avec  la  conique  oscula- 
trice.  Il  en  résulte  que  l'équaiion  (5)  caractérise  les 
coniques.  Elle  nous  dit  que,  pour  avoir  le  deuxième 
teutre  de  courbure,  N,  en  un  point  M  d'une  conique,  il 
faut  d'abord  chcrclier  ie'point  P,  où  le  diamètre  OM  ren- 
contre la  normale  à  la  développée.  Cela  étant,  le  segment 
va  est  partagé  par  le  premier  centre  de  courbure  dans 
le  rapport  de  i  à  3. 

3.  La  dernière  propriété  nous  présente  les  coniques 
comme  appartenant  à  une  classe,  très  étendue, de  courbes. 
Il  suffit  de  se  demander  quelles  sont  les  lignes,  pour  les- 
quelles le  deuxième  centre  de  courbure  se  coustruît 
comme  précédemment,  sauf  que  le  segment  PN  doit  être 
partagé  par  le  premier  centre  de  courbure  dans  le  rapport 
de  1  à  m.  Ou  doit  écrire,  au  lieu  de  (5), 

ds  fi 

puis,  eu  vertu  de  (2), 

rfp    ,    mp  rf[)  _ 
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d'où  l'un  déduit 


Dès  lors,  une  des  équations  (a)  devient,  pour  m^i. 

-_  A  l2  -      '       é.     * 

"~       [1"  dt  ~  m  — 1  ds  ()"■-'■ 

D'autre  part,  les  mêmes  équations  donnent 


d'où,  par  întégratioit, 

(8)  al4-pi+_2l_pi-m  ^  A''. 

Par  élimination  de  a,  |3  entre  lus  équations  (6),  {■]), 
(8),  et  par  substitution  de  j,  £,  à  p,  ^2.  respectivement, 
on  voit  que  les  développées  premières  des  courbes  dont 
il  s'agît  sont  représentées  par  l'équation  intrinsèque  géné- 
rale 


v: 


En  particulier,  pour  rn= —  i,  on  obtient  les  lignes  cy- 
çloïdales. 

Le  cas  où  A'^  o,  ce  qui  entraîne  A  =0,  est  foil 
important  :  on  obtient  alors  les  spirales  sinusoïdes,  dont 
nous  parlerons  dans  un  procliain  article.  Le  paramètn; 
m  suiGt,  en  général,  pour  caractériser  une  famille  de 
courbes;  mais  il  convient  de  remarquer  qu'il  y  a  des 
exceptions,  en  nombre  resti'cint.  Une  épicycloïde  répond 
aux  valeurs  ;w  = — 1  ct/«=  —  "-Cela  s'explique  par 
la  jwssibilité  de  roxisleiicc  de  deux  jwints  diirércnts, 
jouaul  le  l'ùle  du  point  0.  CVsl  ainsi  que  la  parabole 
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admet,  coaimetoute  coiiiquu,  le  |)arainètrc  3,  lorsque  le 
point  O  est  à  l'infini,  sur  l'axe  ;  mats  elle  admet  égale- 
ment le  paramètre  —  3,  lorsque  le  point  0  est  le  foyer. 

4.  Pour  les  coniques,  la  dctermination  de  k  et  /t'  se 
fait  aisément  en  Tonction  des  longueurs  a  al  b  des  demi- 
axes.  En  ellét,  lorsque  la  normale  passepar  le  centre,  elle 
eoïncidit  avec  un  axe,  et,  par  suite,  si  a  =  o,  on  doit  avoir 
P^n  oup  =  A.  Sil'on  porte  ces  liypothèsesdansla  rela- 
tion (8),  en  supposant  m  =  i,  on  obtient 

Donc,  en  tenant  compte  de  {7)  et  de  (8),  on  voit  que 
les  longueurs  des  axes  de  la  conique  osculatrice  aune 
ligne  quelconque  sont  données  par  les  équations 

(10)  a>i>=!p'p,        a»+*'=n>+P'  +  Pp. 

Il  est  clair  que  celles-ci  ne  cessent  de  subsister  lorsque 
le  point  O  est  mobile  dans  le  plan.  Les  dernières  équa- 
tions peuvent  donc  servira  résoudre  toute  question  con- 
eemaot  les  séries  de  coniques,  qui  osculent  une  ligne 
quelconque  en  tous  ses  points.  Quant  aux  équations  (2), 
elles  subsistent  seulement  dans  le  cas  particulier  où  les 
coniques  considérées  ont  même  centre.  Dans  d'autres  cas 
particuliers,  on  doit  cliercher,  avant  tout,  les  relations 
qu'il  faut  std>stiiuer  aux  équations  (2).  Ainsi,  par 
exemple,  si  l'on  veut  considérer  une  série  de  coniques 
égales,  on  doit  diflërentier  les  équations  (10),  en  y  sup- 
posant a  et  b  constants,  et  en  tenant  compte  de  (5). 

5.  On  interprète  aisément  les  équations  (10).  La 
première  donne  lieu  à  tous  les  ibéorèmes  connus  sur  la 
courbure  des  coniques.  La  seconde  nous  dit  que,  si  du 
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milieu  du  rayon  de  courbure,  comme  centre,  on  décrit 
la  circonférence  qui  passe  par  le  symétrique  du  centre 
de  Ja  courbe,  relativement  à  la  tangcule,  on  détcroiinc 
sur  cette  droite  un  segment  constant.  Ce  seguLcut  est  nul 
pour  les  byperboles  équilatcres.  Une  propriété  semblable 
appartient  à  toutes  les  courbes  définies  par  l'équation 
(6).  Ea  effet,  l'équation  (S)  prend,  en  vertu  de  (7),  la 
forme 

6.  En  particulier,  pour  m  =  —  1 ,  on  voit  que  la  cir- 
coufércuce  ayant  pour  centre  le  milieu  d'un  rayon  de 
courbure  d'une  ligne  cycloïdalc,  et  passant  par  le  centre 
du  cercle  directeur,  découpe  sur  la  tangente  une  corde  de 
longueur  constante.  Ou  peut  ajouter  que  cette  corde  est 
égale  au  diamètre  du  cercle  directeur.  En  effet,  la  déter- 
mination des  constantes  k,  k  se  fait  aisément  en  obser- 
vant que  l'on  a  a  =  B,  ^  ==:  o,  aux  points  de  rebrousse- 
ment,  et  a  =  o,  fi  ^  R  +  2r,  aux  sommets  de  la  coiu-be  : 
R  et  ;■  sont  les  rayons  du  cercle  directeur  ei  du  cercle 
roulant.  On  trouve  ainsi,  au  lieu  de  (8), 


("0 


^ô^. 


Cela  prouve  que,  aux  yeux  d'un  mobile  parcourant 
une  ligne  cycloïdalc,  le  centre  du  cercle  directeur  semble 
se  mouvoir  sur  une  ellipse.  Cela  étant,  l'équation  (7) 
donne 


(la) 


et  Ion  en  déduit,  en  vertu  de  la  première  des  équa- 
tions (3), 
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pais,  par  subsiîtotion  dans  (i  i), 

(R  +  ar)'p»-(-  R» *»=  i6/-«{R  +  r)*. 

C'est  l'équation  iotriiiséque  de  la  ligne  cycloïdale. 

7.  Revenons  aux  coniques.  Si  l'on  porte  les  valeurs 
(9)  dans  l'égalité  (8),  en  supposant  /n  =  3,  on  obtient 
(14)  («._p>)(pi_i.)  =  a«p». 

Ccsi  l'équation  de  la  courbe  que  le  centre  semble  dé- 
crire, aux  yeux  d'un  mobile  parcourant  la  conique  (  '  ). 
Cette  équation  permet  d'écrire 

P»— 6»  =  aptangç,         a»— p*  =  af(  eoto, 

et  l'on  reconnaitsans  peine  que  f  représente  l'inclinaison 
de  la  tangente  sur  le  grand  axe.  On  trouve  aussi 


où  ne  représente  la  distance  focale.  En  tenant  compte  de 
{3),  ces  équations  montrent  que,  si  l'on  pose,  pour  âbré- 


H.  On  peut  appliquer  ces  formules  à  la  reclierclic  des 
lignes  décrites  par  les  foyers.  Les  coordonnées  d'un  foyer 

(')  On  sapposc,  bien  entendu,  que  le  mobile  se  rende  compte  de 
la  courbure  delà  irajoctoire,  ce  qui,  en  réaliiO,  n'arrive  pas.  On  peut 
dire  aussi  que  l'i^quation  cuasicliiréc  représente  le  lieu  des  <:cnlres  des 
niniquu^  i'i:»k's,  louchant  une  droite  doniii'c  un  un  p»int  dunni^ 
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et  Ton  trouve,  par  les  moyens  Iiabâuels,  que  leurs  varia- 
tions absolues  dans  le  plan  sont  données  par  les  formules 

H  =  ""•?•       I  =-><-?■ 

Donc    ta  laiigeiiU:  au  lieu  d'un  foyer  et    le  grand  axe 

sont  également  inclinés  sur  la  tangente  à  la  courbe.  Oa 

voit  aussi  que  le  rapport  des  ares  élémentaires  des  deux 

eourbesest  précisément  la  fonclîuiiK,  délïnie  par{i5), 

de  sorte  que 

(16)  s^^fKds. 

Enfin,  le  rayon  de  courbure  est  donné  par 


(17) 


-Kp" 


Les  équations  (16)  et  (17)  conduisent,  dans  chaque  cas 
particulier,  à  l'équation  intrinsèque  du  lieu  des  foyers. 
On  a  une  application  simple  de  ces  formules  en  consi- 
dérant les  coniques  osculati'ices  à  une  ligne  cycloïdale, 
et  concentriques  au  cercle  directeur.  Il  faut  employer, 
dans  ce  cas,  les  formules  (la)  et  (i3). 

9.  Nous  avons  vu  que  le  rayon  de  courbure  d'une 
conique  est  donné  par  la  forniule 


L'élimination  de  a,  ^,  entre  celte  équation  et  les  équa- 
tions (5),  (i4)ï  donne 

(ï)'-[-(^)'][-(^)"]=»- 
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I.'équatiuii  ÎDtiinstquu  d'une   dévuloppuu  de  i-ouique 


-Vte)'-][-(ë)-]- 

En  parliculier,  on  a 

pour  la  développée  d'une  liypeibole  équilaiciv,  et 

pour  la  développée  d'une  parabole. 

10.  La  méthode  précédenlc  est  facilement  applicable 
à  l'élude  d«  la  courbure  d'une  ligne  quelconque.  On 
généralise,  par  exemple,  les  résultats  quï  précèdent,  en 
étudiant  les  lignes  représentées,  en  coordonnées  carté- 
siennes, par  l'équation 

On  trouve  que  la  courbure  varie  eu  raison  directe  de 
la  {m  —  aj"»*  puissance  de  la  distance  de  l'origine  à  la 
normale,  et  de  la  (m  +  iy*<°<  puissance  de  la  distance  de 
l'origine  à  la  tangente.  Des  résultats  d'une  plus  grande 
généralité  peuvent  être  obtenus,  en  considérant  une 
équation  cartésienne  quelconque,  renfermant  trois  arbi- 
traires. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES. 

1981.  Étant  donné  un  quadrilatère  complet,  dont  les  six  som- 
met» opposes  sont  a,  a,,  à,  b^,  c,  c,,  on  peut  former  les  quatre 

ab,c,,     bc,ai,    ca,&i,    al/c. 

Si  l'on  prend  trois  points  en  ligne  droite 

A,     B,    C, 
les  quatre  coniques 

(BCab,c,),  (BC*c,ui),  (BGcaii,),  {HCnbc) 
passent  par  un  même  point  Ai; 

<CAnfc,c,),  (C\bc,a,),  (C\ca,b,),  (_G\abc) 
passent  par  un  même  point  Bj; 

(ABatiC,),     (ABic,a,),     (ABco,i,).     (ABoftc) 

passent  par  un  même  point  Ci- 
tes points  A,  1!,,  Ci  sont  en  ligne  droite:  B,  C|.  A,  aus-i; 
C,  A,,  Ci  aussi,  et  tes  huit  c6lés  des  deux  quadrilatères,  dont  lus 
summcts  opposés  sont  a,  a,,  b,  6|,  c,  C[  ut  A,  A],  B,  Bi,  C,  Cn 
touchent  une  même  conique. 

{H.  ScilKOETEB.) 

1S8S.  Les    coniques  scmblablcmeot  situées  qui    ont  mèoic 
cercle  directeur  sont  inscrites  au  même  carré.  Démontrer  aussi 


que,  si  deux  telles  coniques  se  coupent  en  M,  les  tangentes  : 
point  M  font  dus  an-;lcs  éjjaus  avec  un  côté  du  carré, 

(R.-W.  Gbnese.) 
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NOTB  SUR  l'rNTÉGRALE  J  /(^)G(x)rfj-; 
Par  m.  T.-J.  STIELTJES. 


L'objet  de  cette  Note  est  la  démonstration  de  ta  pro- 
position suivante  : 

Soit  f{x)  une  fonction  non  décroissanle  entre  les 
limites  x  ^  a  et  X  ^b  {a  <^b).  Alors  il  est  toujours 
possible  de  déterminer  n  constantes  x, ,  x^,  . .  .,Xa 

a<xi<xt<...<  3-„_,  <  a-„  <  6, 
et  n-\-  i  consfnntfs  Hi ,  n^,  .  . . ,  a„,  a„+,  qui  sont  com- 
prises respectivement  dans  les  n  +  i  intervalles  formés 
jiar  les  «  +  a  quantités 

fia),    /(^,),    A*.f.     ..-,    /l^.-i}.    fiT„\    fib). 
de  telle  façon  qu'on  ait 
f   fyx)Gt„{x)dx 

-i-a,   f     Gt,(T)dx-i-... 

Ojn  {x)  étant  un  poljnâme  quelconque  on  x  du  degré 
^n  au  plus. 

1.  La  détermination  des  constantes  xa,  a/,  est  évi- 
demment un   problème  déterminé,   car  les  conditions 
Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  l.  VU  (Avril  i888).  1 1 
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imposées  fournissent  an  +  i  relations  entre  ces  incon- 
nues. Pour  les  écrire,  nous  pouvons  prendre 

en  faisant 
U  vient  ainsi 


'""X  ' 


Remplaçons  dans  octlc  relation  A'  par  A  4-  i  ei  retran- 
chons les  deux  équations,  après  avoir  multiplié  la  pre- 
mière par  b~—a;  on  aura 


(  Ij" 


I~(ai-a,K6~3ri)(^.-a/*'        l 

Potu?  simpliGer,  nous  posons 

(3)    (at+,-a*)(6  — ^*X3-*-«)  =  At        (*■  =  i,  a,  .. ..  n). 
et  nous  remarquons  que 

Les  relations  (2)  peuvent  donc  s'écrire 

-  A|{ri  — a/-HAi{37,— ai*-+...-f-A„(j-„— a/  | 
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et  il  C3l  clair  par  là  qu'on  aura 


iX'"- 


fl)/(i)G,„„,{x)di 
(       =  A,G,„-,(j:,)-<-A,G,„-i(^,)-I----+ A„G,„_,(af„), 

Gin_i(^)  étant  un  polynôme  quelcouque  en  x  du  de- 
gré ■in  —  I  au  plus.  On  reconnaît  maiulenant  que  la 
détermination  de  x,,  x,,  ...,  x,„  Ai,  A],  ...,  A» 
revient  à  la  solution  d'un  problème  bien  connu.  On  sait 
quex),  Xj,  . .  .,Xa  sont  les  racines  de  l'équation 
(5)  P,(*)  =  a-''^-c,^'—+...  =  o, 

Pn(x)  étant  le  dénoroinateut*  du  degré  n  d'une  des  ré- 
duites de  la  fraction  continue 


•"(b-zXz  -<!)/'(  =  ) 


ds 


Ces  racines  sont  réelles,  inégales  et  comprises  dans  l'iu- 
lervalle  (a,  è),  et  nous  pouvons  supposer 
a<a:,<3-,<...<3^„<  t. 

On  connaît  aussi  l'expression  des  constantes  A*  qui  sont 
positives.  En  posant 


=  f  ib-z)(z 


,p„(r)-r.f^). 


y~^est  une  des  réduites  du  la  fraction  continue,  ci 
On   peut  encore  se  servir  de  la  formule  suivante  qui 
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n'oxigu  pas  la  connaissance  <!ii  iiuincratcur  Q»  (  x), 

'"  *'=  p.-,(.r.ii';,(....)      "  =  '■' »'■ 

Lus  constantes  X/,,  a«  <jui  fjguruiitdans  la  fraction  coii- 
liime  et  les  polyuâmes  Pa(x)  se  calculent  de  proche  en 
inoche  par  les  relations 

p.=., 
I  p,»»-«„ 

(8)  '        Pï=(3:  — «,)P,~).,, 


I   P,.„  =  (i--i,)P,-X,P,^,; 
r   (4-s)(i-o)/WtP<(=)l'<(» 

y"  (i-.!)(ï-«)/'w[p,-,(^i|.j= 

/"    (6-j;,{.-al/W.IP,(j,]'rf» 
(,o).,.=  il^ (i  =  o,,. ...... 

2.  11  reste  à  trouver  les  inconnues  a,,  a^,   ■  ■  .  ■,  i»+t  ■ 
On  connaît  d'abord,  par  les  relations  (3),  les  diflë- 

icnces 

(„)  „^,-„,_jj__A4__^    ,j.  =  ,,, „> 

Pour  achever  la  détermination  des  a/,,  il  faut  recourir 
«  l'une  des  équations  (i).  En  choisissant,  pour  plus  de 
simplicité,  la  première  (A'  =  o),  on  a 


J.(- 


■  </T  =  (h- 
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Celte  équation  fera  eonuaitiert„^,,elI'on  trouve  ensuite 
tous  les  (1*  il  l'aide  de  (i  i). 

Des  couibiuatsoiis  et  léduetions  faeiles  Cuuiiiisseut, 
du  reste,  les  formules  suivantes  : 

((*-«)[«, -/(<■>! 

■{l,-a>lai,„-/I.T,\l  i 

l       =-f     ix-a)/%i-)dx  I 


I+J"   (6-x)/'(x.,J: 
Ai^i  A,., 


j(!.-«)[/(4)_o„,] 

((S-aH/(i»)-ojl 

a)ni)dr 
A,  A,  A,_| 


=X"" 


1     ~/  (*-*>/'*'^ 


3.  Le  pi-oblctuc  proposé  est  aîusi  résolu  complèie- 
tnciit;  il  nous  reste  seulement  à  déiiionlrer  que  les 
coastanles  u, ,(i],  . . .,  i7„^,  sont  comprises  respective 
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ment  dans  lus  intervalles  fonnés  par 

/(«),    /(T,),    f(x^).     ....    f(x„).    /(b). 

Remarquons  d'abord  qu'où  a  évidemment  (  1 1) 

Ensuite  BOUS  observons  que  l'équation  qui  nous  a  servi 
de  poiut  de  départ  peut  s'écrire 

en  désignant  par  ^{x)  une  fonction  discontinue,  non 
décroissante,  définie  de  la  manière  suivante  : 

[  ?(^ 

.(^ 

(.7)  ',   - 

?(= 


a  <  a:  <  3^1 , 

3^1  <  a:  <  37, , 


On  a,  par  conséquent, 

J    [/(a;)-T(a:)]^rfr  =  o        (*  =  o,  i,  a,  .. .,  an). 

On  en  conclut  que  la  difTérence 

/(:r)-*(a-) 

doiteliauger  de  signe  au  moins  2h-|-  i  fois  dans  l'inter- 
valle (fl,  b). 

En  effet,  si  l'on  suppose  que  le  nombre  /  des  cliange- 
ments  de  signe  soit  inférieur  à  2h  +  i,  donc 

1%-in, 

et  que  ces  changements  de  signe  su  produisent  pour 

ar  =  X,,         ar  =  X,,         ...,         3^  =  X,, 
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il  est  clair  qu'en  posant 

G(,x)=(t  -  X,)(a7  —  \,>. .  .{x-X,), 

la  fonction 

aurait  un  signe  constant  dans  l'iiiieivallc  (a,b).  Or, 
G(x)  étant  un  polynôme  de  degré  i»  au  plus,  ou  doit 
avoir 

ce  qui  est  impossible.  La  supposition  t^2n  est  donc 
inadmissible  et 

doit  changer  de  signe  au  moins  2n  +  i  fois  dans  l'in- 
tervalle (a,  b).  Or,  si  l'on  construit  les  lignes 

et  qu'on  se  rappelle  qae/{x)  est  non  décroissant,  on 
voit  immédiatement  que  l  ne  peut  pas  être  supérieur 
à  2n-i-i  et  qu'on  a,  par  conséquent,  /=  sn-f- 1^  en- 
suite, il  est  clair  qu'on  a  nécessairement 

(18)      »(:ri-E)</(j-i.)<»<^*-l-0       {A  =  .,a n), 

(  ?(6)</(H 

t  étant  une  quantité  positive  suffisamment  petite.  Or 
ces  inégalités  expriment  précisément  la  propriété  qu'il 
s'agissait  de  démontrer. 

4.  D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  les  premiers 
membres  des  formules  (i3),  (i4),  (i5)et(i6)  sont  posi- 
tifs. On  peut  démontrer  aussi  direclement  que  les  se- 


,,GoogIc 


conds  membres  sont  positifs.  C'est  Jn  uue  conséquence 
immédiate  des  inégalîtés 


(  J    \x-a)f{x)dx 


6  —  Xi       b  —  j"!  b  —  xi^-\  I 

'       ^  b~xi^  b~xt  b-o'tl 

[     f  (b-x)f\x)dj>  1 


jf   {b~x)f{x)d 


xit*\ — a     Xk-rt—a  x„ — a  ) 

(On  doit  prendre  Xd  =  o,  -t^^.,  =  b  dans  ces  formules). 
On  peut  les  établir  du  la  manioro  suivante.  Soil 

(ai)  m(x)=^J    {x~a)/Xx)dx, 

.11  {x)  sera  une  fonction  non  décroissante  et  fn(a)  =  o. 
Déûnissons  ensuite  une  seconde  fonction  discontinue  et 
non  décroissante,  ainsi  qu'il  suit  : 

I  fj.(x)  =  o  lorsque  a  <x<Xi, 

,    ,  A,  A,  ^      ^ 
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Par  uDe  intégration  par  parties,  on  trouve 

«,  d'après  la  déûnition  même  de  la  fonction  (Jt(x),  on 
irouve 

(    =  j-^[Ai(i-3^i)*-^A,(ô-3',)*  +  ...  +  A„(i-a^„)*I. 
Ed  faisant  attention  à  la  formule  (4),  on  en  conclut 
j^   \m{T)-^^(x)-\i,b-x)^ds  =  o       (*  =  0,1,2,. ..,»rt-t); 
d'où  il  suit  que  la  différence 

doit  changer  de  signe  au  moins  2/1  fois  dans  l'inter- 
valle  (a,  h).  Mais,  d'après  la  nature  de  la  fonction 
;'(-r),  on  voit  facilement  que  le  nombre  des  change- 
ments de  signe  doit  être  exactement  égal  à  2/1  el  qu'on 
a.  en  outre, 

:Aj-*-El<m(3-i.)<H(J^*+E)        (A  =  i,-i,  ...,  rt), 
V.ib)<m{b). 

Or  ce  sont  là  précisément  les  inégalités  (19). 
Pour  démontrer  les  inégalilcs  (  20),  nous  posons 
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Al  Ai  A„ 

x)= -t- M-. ..H —       lorsque  a<j:<7|, 

3-1  —  a         3^t—a  -Cn  —  n 

Al  A„ 

J7)=-;— ^  .,  3-„_,.<r</.. 

Les  deux  foiiclions  sont  non  rroissantcs  el 
Eusuitt;  on  trouve  facilemenl 

et 

(aS)       •'- 

/        =  ^;[A,(a',  — <i)i-l-A,(j-,— aj'-(-...-t-A,(x,--a)'l- 

On  voit  par  là  qu'où  a 

J    [n(j-)-v(x)](^-a)*rfj:=o       lA  =  o,  :,  ^,  . .  .,-^n-i); 

d'où  il  suit  que  la  diilereuue 


doit  clianger  de  signe  au  moins  in  fois  dans  l'inier- 
valle  (a,  k).  Mais,  comme  tout  à  l'iicuie,  il  est  facile  de 
voir  que  le  nombre  des  cbangcmcuts  de  signe  doit  être 
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eiactement  égal  à  sn,  et  qu'on  a  nécessairement 

v(;r*-hO<n(J-tl<v(ï-*-t)        (*  =  i,ï,  ...,/. 
v(a)<n(fl), 

ce  qui  équivaut  aux  inégalités  (  ^o). 


SIR  BSM  EUSSES  RBliRQUABLES  DE  LfCHiES  PLANES; 

Pau  m.  E.  CESARO, 

1.  Nous  allons  étudier  les  courbes  planes  douées  d'un 
pôle  tel,  que  le  deuxième  rayon  de  courbure  soit  par- 
tagé dam  un  rapport  constant  avec  le  rayon  vecteur, 
SoientO  le  pôle,  a  et  ^  ses  coordonnées  par  rap^iort  à  la 
tangente  et  A  la  normale  n  la  ligne  (M),  au  point  M.  On 
saitqiielesdéi'ivéesdeaet  ^,  par  rapport  à  l'arc  de  (M), 
sont 

Eu  coordonnées  polaires,  ces  équations  deviennent 


Supposons  que  le  premier  centre  de  courbure  partage 
dans  le  rapport  constant  de  n  —  i  à  71  +  ■  le  segment 
iutercepté  parOM  sur  la  normale  à  la  développée  de  (M), 
à  partir  du  deuxième  centre  de  courbure.  Cela  s'exprime 


si  l'on  observe  que  la  longueur  du  deuxième  rayon  de 
courbure  est  pa'.  Or,  en  vertu  ^dc  (1)  et  (2},  on  peut 
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ccrîre 

(4)  uu'=p'p=-!<. 

Cela  élanl,  les  égalités  (3)  i-t  (4)  nous  (luiiuuiii 

puis,  en  iittégrant. 

(5)  it*-n'  =  (n-+.|)fJi), 
pourvu  «jue  n  soil  fini  cl  dilTércnt  de  —  i . 

â.  L'égalité  (5)  (.'xprimc  une  remarquable  propriété 
de  nos  lignes.  Appelons  cercle  directeur  ]c  cercle  de 
rayon  R,  dontle  centre  est  au  pôle.  A  cause  du  (5),  la 
polaire  de  M  par  rapport  à  ce  cercle  a  pour  équation 

"^-Pr  =  («  +  t)Pp. 

Elle  détache  donc  de  la  normale  un  segment  (n  +  i)p. 
Conséquemment,  le  rayon  de  courbure,  en  tout  point 
M,  est  proportionnel  au  segment  de  normale  compris 
entre  Met  la  polaire  de  ce  point,  par  rapport  au  cercle 
directeur.  Cette  propriété  nous  indique  iminédiatemeRt, 
parmi  toutes  les  lignes  que  nous  considérons,  deux  classes 
remarquables,  caractérisées  par  leur  cercle  directeur. 
Lorsque  celui-ci  devient  une  droite,  on  a  le»  lignes 
dont  le  myon  de  courbure  est  proportionnel  au  segment 
de  normale,  intercepté  par  une  droite  Jixe.  Ces  ligues 
ont  été  étudiées  pai-  MM.  Mannlicim,  Rîl>aucour,  Du- 
bois (').  Lorsque  le  cercle  directeur  se  réduitàun  ^oi'nt, 
la  polaire  de  M  n'est  autre  (|uc  lu  pcrpi-tiilieulairc  A  OM. 
élevée  par  O.  On  a  donc  les  courbes  jouissant  de  la  pro- 

(')  Nouvelle  corretpondance  mathemaligue,  i.  VI,  p.  iW  ei  ii^- 
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prùîté  suivante  ;  La  projection  du  centre  île  courbure  sui- 
te rayon  vecteur  partage  celui-ci  dans  un  rapport  con- 
stant. Ce  sonl  les  courbes  appelées  spirales  sinusoïdes 
par  M.  Hatou  de  la  Goupillière  (*  ). 

3.   Divisons  (4)  par  {3).  11  lient 
d'où 


-=•©"'■ 


(6)  «'— RI 

potir?uqoe  n,  diUerent  de  zéro  etde  — i,  soit  fini.  Puis, 
par  substîtatioQ dans  (5), 

On  peut  donc  écrire,  en  vertu  de  (6)  et  de  (y), 


M«©- 


V? 


Dès  lors,  l'intégration  de  (3)  nous  donne  immédiate- 
Telle  est  Véquation  intrinsèque  générale  de  nos  lignes. 


l  '  )  Nouvelle»  Annaiei,  187C.  Lise»,  au  sujel  de  ces  courbes,  les  ren- 
acignemenls  bibllrigraphiqucs  fuurnis  par  MM.  Bassani  el  Brocard 
riana  le  Journal  de  Baltaglini,  tS8'i,  tt  dans  les  fli'oavellciAnnalei, 
mime  année. 
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•i.  La  discussion  des  égalités  (6)  et  (7)  conduit  aisé- 
ment à  quelques  remarques  intéressantes.  En  laissant 
de  côté  le  cas  d'un  pâle  situé  à  l'inilni,  que  l'on  exami- 
nera à  pai't,  ou  voit  que,  si  Vindice  n  est  diiréi-ent  de 
l'unité,  en  valeur  absolue,  la  courbe  ne  peut  rencontrer 
sa  directrice  circulaire  sansinflexionourebrousseinent. 
Dans  tousles  cas, /n  rencontre  est  nécessairement  ortho- 
gonale. On'peut  alGruier,  en  outre,  que  :  1  •  le^  courbes 
dont  l'indice  est  inférieur  à  —  i  ne  rencontrent  pas  leur 
directrice;  a"  les  courbes  dont  l'indice  est  supérieur  à 
l'unité  n'ont  pas  de  rebroussemenl,  mais  elles  peuvent 
avoir  des  points  d'inflexion,  nécessairement  distribués 
sur  la  circonférence  directrice;  3°  les  courbes  dont  l'in- 
dice est,  en  valeur  absolue,  une  fraction  propre,  n'ont 
pas  d' inflexion:  elles  ne  peuvent  subir  de  rebroussement 
ailleurs  ijue  sur  la  directrice.  Eu  particulier,  les  spi- 
rales sinusoïdes,  dont  I  indice  est  inférieur  à  —  1 ,  ne  con- 
tiennent pas  le  pôle.  Les  spirales,  dont  l'indice  est  supé- 
rieur à  —  I,  peuvent  passer  par  le  pôle,  à  la  condition 
d'y  subir  un  rebrous  se  m  eut  ou  une  intlexion,  suivant 
que  la  valeur  absolue  de  riudice  est  ou  n'est  pas  une  frac- 
tion propre.  Dans  tous  les  cas,  de  telles  singularités  ne 
peuvent  se  présenter  ailleurs  qu'au  pôle. 

5.  Chaque  valeur del'indice  sertàdéfiniruncyànu/Ze 
de  courbes,  qui  renferme  toujours  une  ligne  de  JUbau- 
cour  et  nue  sjtirale sinusoïde.  Pour  n:=  —  a,  la  défiui- 
lion  même  de  nos  courbes  se  confond  avec  la  conslruc* 
tion  donnée  par  Maclaurin  pour  obtenir  le  deuxième 
centre  de  courbure  d'une  conique.  La  cousiruction  de 
Maclaurin  nous  dit,  en  outre,  que  le  pôle  est  ici  le 
centre  delà  courbe.  C'est  ce  qui  résulte,  d'ailleurs,  de 
notre  article  Sur  la  courbure  des  coniijues.  Ainsi,  l'in- 
dice —  2  définit  la  famille  des  coniques,  et  l'on  peut  être 
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caricux  de  uonnaitrc  qucJs  sont,  dans  celte  famille,  les 
représentants  des  deux  classes  que  nous  étudions.  Dans 
ce  but,  remarquons  d'abord  que  a  s'annule  et  ^  devient 
égal  à  l'un  des  demi-axes,  a  ou  b,  lorsque  la  normale 
pas5»par  Je  centre.  L'équation  (6)  devient  alors 

a^-  f^^a'-^-c*  =  o,        ô*— R'6'+ c*  =  o, 
d'où  l'on  déduit 

fg)  R*  =  at  +  ii,         c*  =  ab. 

La  directrice  circulaire  d'une  conique  est  donc  ta  cir- 
conférence circonscrite  au  rectangle  des  tangentes  aux 
sommets.  C'est  le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  cir- 
conscrit à  la  conique.  Elle  devient  une  droitu,  lorsque 
le  centre  s'éloigne  à  l'inlini  :  la  conique  est  alors  une 
parabole.  Par  conséquent,  ta  ligne  de  liihaucour,  d^ in- 
dice —  2,  est  une  parabole.  On  rencontre  encore  cette 
courbe  liors  de  la  famille  des  couiques,  avec  l'indice  —  \  ; 
mais  alors  elle  admet  le  pôle  pour  foyer.  Pour  que  Rsoit 
nul,  il  faut  que  h  =  a  \J —  i,  d'où  il  suit  que  la  spirale 
sinusoïde,  d'indice  —  2,  esl  une  hyperbole  c<iuilatère, 
Sironportedaiis(8)lesré5ultats(9),enfaisantn^ —  2, 
ou  trouve  que  l'ér/ittitiou  intrinsé//tte  des  coniques  est 


i  f i?  _ 


-m 


6.  Une  famille  bien  simple  est  déiinte  par  l'indice  i . 
L'équation  (7)  nous  dit  qu'il  s'agiid'unefamilledecen.'/ef. 
D'après  cela,  une  circonférence  de  cercle  peut  toujours 
être  considérée  comme  appartenant  à  une  classe  quel- 
conque, suivant  la  position  qu'elle  occupe  par  rapport 
au  pôle.  Soient  nia  distanccdeson  centre  aupôlcet&son 
rayon.  Aous  pouvons  prendre,  sur  la  circonférence,  un 
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point  Ici  <]u»îroii  aii"a:=(i,  p  =  i  :  l'equalion  (5) nous 
donne  alors  R'=:a' — i'.  La  circonférence  dîrccirici; 
coupe  donc  orthogonalement  la  circonférence  donnée. 
C'est  le  seul  cas  où  une  pareille  rencontre  puisse  avoir 
lieu  sans  inflexion  ni  rebroussement.  On  peut  CAOsi- 
dérer  une  circonférence  comme  une  spirale  sinusoïde, 
lorsqu'elle  passe  par  le  pôle,  et  comme  une  ligne  de  Ri- 
baucour,  lorsque  le  p61e  est  à  l'infini  :  dans  ce  cas  la 
directrice  est  un  diamètre  quelconque  de  la  circonfé- 
rence. 

7.  Certes,  la  plus  intéressante  famille  répond  à  l'in- 
dice o.  EJle  se  compose  de  toutes  les  courbes  jouissant 
de  cette  curieuse  propriété  :  Le  centre  de  courbure,  en 
un  point  M,  est  à  l'intersection  de  la  normale  avec  la 
polaire  de  M,  par  rapport  à  un  cercle  invariable.  Nous 
avons  rencontre  ces  courbes  dès  nos  premiers  essais  de 
géométrie  intrinsèque  (  '  ).  On  ne  peut  leur  appliquer  la 
formul»(6),  parce  que  le  choix  môme  de  la  constante  a 
été  fait  de  manière  qu'elle  cesse  d'être  arbitraire  ^omï 
n  =  n.  Pour  rétablir  la  généralité  des  résultats,  il  faut 
affecter  d'un  facteur  constant,  arbitraire,  un  membre  de 
(6),  et  l'on  trouve  alors  une  équation  de  la  forme 

p*=:ni*-H2il-f-  c, 

qui  représente,  pour  a<; — i,  une  hjpocycloïde;  pour 
a  ^  —  I ,  une  cycloXde;  pour  —  i  ■<  a  <  o,  une  épicy- 
cloïdcf  pour  a  ^  o,  une  développante  de  cercle;  pour 
a  >  o,  deux  autres  familles  de  lignes,  qui  se  distinguent 
parle  signe  de  i*  —  ac.  Lorsque  h''^ac=  o,ona  une 
spirale  logarithmique.  Le  rayon  ducercledirecteur,réel 
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Il  est  infini  pour  a  =  —  i,  n»/pour  6' — ne ^o.  Donc 
la  ligne  de  Bibaucour  d'indice  o  est  une  cycloïde. 
La  spirale  sinusoïde  d'indice  o  est  une  spirale  loga- 
rithmique. I]  est  vrai  qu'on  rencontre  encore  une  épî- 
cycloïde  parmi  les  spirales  sinusoïdes  :  c'est  lu  limaçon 
de  Pascal.  Mars  cet  U;  courbe  se  présente  alors  avecTin- 
dice  \,  et  le  pâle  est  au  point  de  rebroussement  de  la 
courbe.  La  parabole  du  second  degré  et  le  limaçon  de 
Pascal  sont  les  seules  courbes  susceptibles  du  deux  in- 
dices différents.  Le  cercle  et  la  droite  ont  une  inBoité  de 
pAles,  et  appartiennent,  par  conséquent,  à  toutes  les 
classes  ;  mais  leurs  indices  sont  coit&tamment  i  el  —  t . 

8.  La  circonférence  décrite  sur  le  segment  de  normale, 
compris  entre  M  et  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à 
la  circonférence  directrice,  doit,  par  une  propriété 
connue,  rencontrer  ortliogonalement  la  directrice.  Un 
reste,  si  l'on  observe  que  l'équation  du  cercle  considéré 

on  en  dédnit  sans  peine  le  résultat  énoncé.  Dérivant  la 
dcmiùrp  équation,  on  obtient 

?'■>'  "^  ^^  ^■ 

A  cause  de  (3),  cette  équation  est  vérîiiéc  par  les  coor- 
données du  pôle.  Donc,  la  circonférence  considérée 
touche  son  enveloppe  aux  extrémités  d 'une  corde  con- 
tenant le  pôle.  D'autre  part,  il  suffit  du  remarquer  que 
les  tangentes  à  la  circonférence,  aux  extrémités  dont  il 
s'agit,  sont  également  inclinées  sur  la  corde,  pour  pou- 
Aim.  de  Mathémat.,  3-  série,  i.  VII.  (\ïril  i8»8.)  13 
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voir  affirmer  que  la  circonférence  considérée  est  enve- 
loppée par  deux  courbes  inverses.  Limitons-nous,  par 
exemple,  aux  cas  des  lignes  cyeloïdales  et  des  coniques, 
et  signalons  le  rapproehenieut  iuatteudu  que  les  proprié- 
tés précédentes  établissent  entre  ces  deux  iinportaiilt^ 
familles.  Pour  ii  =  o,  on  trouve  que  les  circonférencei 
décrites  sur  les  rayons  de  courbure  d 'une  ligne  cycioï- 
dale,  pris  comme  diamètres,  rencontrent  orlhogonale- 
ment  le  cercle  directeur.  Elles  enveloppent  une  se- 
conde ligne  inverse  de  la  ligne  donnée-  Cette  deinïèrf 
propriété  a  été  remarquée  par  M.  Meuiiesson  (').  Du 
même,  pour  h  =  —  a,  nous  voyons  que  les  symétriques, 
par  rapport  aux  tangentes,  des  circonférences  décrites 
sur  les  rayons  de  courbure  d'une  conique,  pris  comme 
diamètres,  rencontrent  orthogoitalement  le  cercle  di- 
recteur et  enveloppent  une  inverse  de  conique.  Ajou- 
tons que,  pour  les  coniques,  le  centre  de  courbure,  en 
un  poini.  M,  est  symétrique,  par  rapporta  M,  dupoiiitdi' 
rencontre  de  la  normale  avec  la  polaire  de  M,  reiative- 
ment  au  cercle  dii-ectcnr.  C'est  eocorc  une  analogie  aver 
les  lignes  cyeloïdales. 

9.  Lignes  de  liibaucour.  —  En  faisant  tendre  c  vers 
zéro  ou  vers  l'intini,  suivant  la  valeurde  n,  on  peut  faire 

en  sorte  <|uc  c""'  augmente  indéCiiiment,  en  même  temps 
que  R  -y  mais  le  rapport  de  ces  quantités  sera  la  quantité 


I')  iUat/ieait.  cjursiiuii  4(îl: 
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L'équation  (8)  duvicnt  alors 


Telle  est  l'équation  intrinsèque  des  lignes  de  Ribau- 
cour. 

10.  li  convient  de  remarquer  que  l'on  peut  bien  sub- 
stituer, pour  ces  lignes,  la  directrice  h  la  polaire  de  M, 
par  rapport  au  cercle  directeur.  C'est,  en  effet,  cette  der- 
nière droite  qai  doit  intercepter  sur  la  normale  un  seg- 
ment proporlionnei  à  p  ;  mais  il  est  clair  qu'il  en  est  de 
même  de  la  directrice,  puisque  celle-ci  est  située  à  moi- 
tié distance  entre  le  point  M  et  la  limite  de  sa  polaire. 
Du  reste,  q  étant  le  segment  de  normale  intercepté  par 
la  perpendiculaire  à  OM,  située  à  la  distance  u  —  R  du 
M  (et  qui  touche,  par  conséquent,  la  circonférence  di- 
rectrice cl  lentd  à  se  confondre  avec  elle  lorsque  R  croit 
indéfinimeul),  on  a 


Par  suite,  la  formule  (5)  devient 


puis,  pour  R  infini. 


ce  qni  est  la  délinitioii  habituelle  des  lignes  de  Ribau- 
cour.  Remarquons  encora  que  la  formule  (y)  donne. 


,,  Google 


(   '8o) 
|>oui-  R  iiitiiii, 

p"^  =  lim  '-^^  =  lim  ^  lim  -!^  =  «~ï=i  sin«, 

d'où 

p  =  a(sîn«))"^,  lim(u-R)=  ^  «(sinup". 

De  là  on  déduit  sans  pcîne  que  :  i"  les  lignes  de  Ri- 
baucoiir  ne  peuvent  rencontrer  leur  directrice  que  sous 
un  angle  droit,  et  à  la  condition  d'y  sabir  une  in^exion 
ou  un  rebroussement,  ce  (/ui  ne  saurait  arriver  ailleurs 
que  sur  la  directrice;  2°  il  y  a  rebroussement,  et  pas 
d'injlexion,  pour  les  lignes  à  indice  moindre  que  l'u- 
nité, en  valeur  absolue  :  inflexion,  et  pas  de  rebrousse- 
ment, pour  les  lignes  dont  l'indice  surpasse  l'unité; 
3"  les  lignes  dont  l'indice  est  inférieur  à  — -i  ne  ren- 
contrentpas  la  directrice,  et,  par  suit*:,  elles  ne  souffreiU 
ni  rebroussement  ni  inflexion.  On  vériSe  aisémeul  ces 
cirvousUHcessurles  courbes  particulières  que  nous  allons 
obtenir. 

11 .  M.  Ribaucour  a  rencontré  ces  lignes  dans  ses  re- 
clierches  sur  les  élassoïdes  (  '  ).  Pour  les  valeurs  entières 

de  — ; — >îldîstinguequatregenres:cyc/offfa/,  circulaire, 
parabolique,  caténoïdique.  Ces  genres  répondent  aux  va- 
leurs de  qui   sont,   respective  ment,   positives  «i 

paires,  positives  et  impaires, négatives  et  paires,  négatives 
tit  impaires.  Pour  n  =  i,  nous  savons  déjà  que  l'on  doit 
avoir  un  cercle.  Pour  n  :=  o,  l'équation  (11)  devient 
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elle  représente  une  cycloîde;  oc  qui  devrait  âtrc.  Poar 
r<^— 3,  la  même  équation  devient 


elle  représente  une  chalnetln.  EuGn,  poui 


Or  sait  déjà  que  celte  équation  doit  lepréscnier  une 
paratiole.  Pour  n  infini,  on  obtiendrait  l'équation 

qui  représente  une  chaînette  d'égale  résistance;  mais  on 
se  tromperait  si  l'on  croyait  que  cette  courbe  appartient 
n  la  classe  des  lignes  de  Ribaucour.  Il  ncfaut  pas  oublier, 
en  ellét,  que  l'équation  (i  t)  a  été  obtenue  en  supposant 
n  fini.  Il  conviendrait  d'étudier  à  part  les  lignes  dont 
l'iadice  est  infini  :  leur  courbure  varie  comme  la  dis- 
lance du  pôle  à  la  tangente.  Leur  équation  intrinsèque 
cesse  d'avoir  la  forme(8)  ;  il  s'y  introduit,  sous  le  signe 
d'intégration,  une  fonction  logarithmique  de  p. 

12.  Pour   M^3    et  pour    «  =::  —  5,  on  obtient  les 


^vVt^'  '^'A 


v(^)'- 


Il  est  remarquable  que  ces  équations,  par  le  simple 
t-hangemeni  de  s  en  ^  s  el2.f,  respectivement, devîenneuL 
les  équations  de  la  lemniscate  de.  lîernoulli  et  de  l'Iiy- 
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(  '8») 
p«rbolcéquilatêrc.  Faisons,  pour  finir,  n  =  —  j.L'équa- 
LJon  (  1 1  )  ne  prend  pas  une  forme  très  simple  ;  mais  uous 
trouverons,  parmi  les  parallèles  à  la  courbe  demandée, 
une  courbe  connue.  Rappelons;  d'abord,  que  les  coor- 
données intrinsèques,  pet  j,  d'une  parallèle  à  une  courbe 
donnée,  sont 

h  étant  la  distance  des  deux  courbes.  Il  en  résulte  que, 
si 

est  l'équationd'une  courbe,  l'équation  des  lignes  paral- 
lèles est 

Eu  particulier,  les  courbes  parallèles  à  celle  que  nous 
considérons  sont  représeutées  |>ar  l'étjuation  intrin- 
sèque 

J  v'(AH-p)(a-A-p> 
Pour h^  ~t  il  vient 


Cette  équation  représente  une  hjpocjcloïde  à  quatre 
vebroussementS)  engendrée  par  un  point  d'une  circonfé- 
rence, de  rayon  — >  roulant  sans  glisser  à  l'intérieur 
d'une  circonférence  quadruple.  La  ligne  de  Sibaucour 
d'indice  —  j  est  donc  pai-alléle  à  une  certaine  hjrpoc)  - 
cloïde. 

13.  Spirales  sinusoïdes. —  II  sufïit  de  faire  R^o, 
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(  i83  ) 
dans  (8),  pour  avoir  l'équation  intrinsèque  des  spirales 
sittusoïiles  ; 

(lî) 


Oq  puut  établir  ùrrectoment  les  proprîiîlés  du  eus  li- 
gues, eu  partant  de  la  propriété  fonda incu taie,  qui  se 
traduit  par  l'égalité 

(i4)  u  =  (n  +  i)ps\iiu.. 

SoitO  l'auglv  du  rayon  vecteur  avec  une  dirvclJou  lixe, 
(le  sorte  que 

(.5)  d'^-^. 

A  cause  de  ([4)i  l<^s  formules  (a)  et  (ij)  deviennent 

(i6)  <u'  = ^  -,  0'  = ^'—  -; 

«  +  i  p       .  n  +  i  p' 

d'où,  par  comparaison,  on  déduit 

pourvu  qu'on  choisisse  convenablement  la  direction  fixe, 
L&  propriété  (17)  justifie  la  dénomination  de  lignes  à 
inflexion  proportionnelle,  emp\oyéepar  M.  L3<iaiQni('). 

14.  Si  l'on  divise  par  (i4)  la  première  des  équations 
(a),  eu  tenant  compte  de  (16),  on  obtient 

d'où 

(i8>  u-^a-sinu,. 

(')  ifiavelles Annaiei,  18SÎ. 
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(  ,84) 
L'^uatîon  pDiaire  des  spirales  sinusoïdes  est  donc,  n 
cause  de  (  1 7  ), 

u''  =  a's\nnfi. 

Eu  vertu  de(i8),  l'ûquation  (14)  douue 

('9)  P^^^i' 

De  même,  la  première  des  équations  (a)  donne,   par 
iniégratioH, 


/■     a"  du 

J  /a"— «"•' 


Enfin,  l'élimination  du  u  nous  reconduit  à  réquation 
(i3),  abstraction  faite  delà  valeur  du  paramètre  <(. 

15.  Si  />  =  o,  la  première  des  équations  (t6)  prouve 
que  l'on  a  une  spirale  logarithmique,  de  pôle  O.  Ou 
voit  de  mttme  que,  pour  »  =  1  et  pour  »  =  —  t ,  on  a  un 
cercle  et  une  droite.  Si  rP= —  3,  l'équation  (i3)  de- 


el  l'on  sait  qu'elle  représente  une  hyperbole  équîlatére, 
de  centre  O,  Si  a= —  -j,  on  obtient,  au  signe  près, 


c'est  l'équation  d'une  parabole,  dont  O   est  le  foyer. 
Pour  /i^=  îi  l'équation  (i3)  devient 

Elle  représente  ua  limaçon  île  Pascal,   rugendré  par 
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le  roulement  d'une  circonférence,  de  rayon  - 
circonférence  égale.  Pour  n  =  2,  on  a 


yv/(i)'- 


C'est  l'équaiion  d'aiie  Umniscate  de  Bernoulli.  Enfin, 
pour  1  ^  ^,  on  trouve  une  parallèle  aux  courbes  repré- 
sentées par  l'équation 

V  /(A-i-p)(o-A-p)' 
Si  /i=  -,  il  vient 

4p'-i-i>  =  a»: 
t'est  une  épicjrcloïde  à  deux  rebroussements,  engendrée 
par  le  roulement  d'une  circonférence,  de  rayon  -:  >  sur 
unecirconférence  double.  La  spirale  sinusoïde,  d indice 
\,  est  donc  parallèle  à  une  certaine  épicycloïde. 

16.  Les  spirales  sinusoïdes  se  déduisent  les  unes  des 
autres  par  l'opération  qui  engendre  les  podaires.  On  sait 
que  les  coordonnées  intrinsèques,  s  et  p,  de  lapodaire 
d'une  courbe,  par  rapport  à  un  |>àle  O,  sont 

J     p    '      a«  — psimu 
Dans  le  cas  actuel,  ces  expressions  deviennent 


Ou  trouve  ensuite,  par  élimination  de  u,  une  équation 
quel'oii  peut  déduire  du  (i3)  par  le  changement  de  n  en 
— ^--  Donc,  la  podairc  d'une  spirale  d' indice  n  est  une 
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(  '86  ) 
xpi/ttle d'indice  — — -■  E[i|>ariiculi(!r, si  l'on  apulîiiue  ce 
tlitorèm<:  auxcourbes  consi<lérét;s  précède  m  ment,  on  voit 
que  :  1°  la  potlairc  d'une  spirale  lagariihuiique,  par  rap- 
port au  pôtc,  est  une  spirale  logarîtliiuique  ;  2"  la  podaire 
d'une  parabole,  par  rapport  au  foyer,  est  une  droite; 
3°  la  podaired'uu  cercle,  par  rapport  à  l'uu  de  ses  poinU, 
est  uu  Ijmaçou  de  Pascal;  ;("  la  podaîre  d'une  hyper- 
bole équîlatcre,  par  rapport  au  centre,  est  une  lemnîs- 
caiede  Bernoulli ;  S"  la  podaire  d'un  limaçonde Pascal, 
par  rapport  à  son  point  de  rebrousse  ment,  est  parallèle 
à  une  épîcycloïde  à  deux  reb rousse meuts.  Plus  généra- 
lement, si  M  est  un  nombre  entier,  la  spirale  d'indice- 
est  la  (tt  —  ,y-"«ti  podaire  d'un  cercle,  par  rapporta  l'un 

de  s(!s  points;  et  la  spirale  d'indice ùstla7i"""po- 

daire  d'une  hyperbole  équilatère,  par  rapport  à   son 
centre. 

17.  Mais  il.  y  a  une  transformation  très  simple,  qui 
permet  de  déduire  l'une  de  l'aulrc  deux  spirales  sinu- 
soïdes quelconques.  Cette  transformation,  proposée  par 
Chasies,  a  été  étudiée  par  MM.  Roberts,  Faure,  d'O- 
cagnc  (').  La  trai-lfoiination  d'indice  v  fait  corres- 
pondre, au  point  dont  l'affixeestz,  le  point  dont  l'affixeC 
est  lié  à  2  par  l'égalité 


Le  résultat  que  nous  allons  obtenir  est  d'une  extrême 
évidence,  si  l'on  fait  attention  n  l'équation  polaire  des 
spirales;  mais  nous  voulons,  ici,  nous  servir  exclusive- 


(  '  )  Voyei,  d»ns  le  Journal  de  TeUcira,  i885,  l'Étude  do  M.  d'O- 
cagnc  Sur  ufie  Irani/ormaCion  polairt  dei  courbei  plaiKt. 
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(  •»■!) 
mcni  des  métliodus  intrinsèques.  Les  coordonnées  du 
iransformé  de  M,  par  rapport  à  la  tangente  et  n  la  nor- 
male à  (M),  en  M,  sont 

^  =  «si„«_^,i„[„_.(v_,)'»]- 

On  en  déduit,  pour  exprimer  leurs  variations  abso- 
lues dans  le  plan, 


Un  voit  donc  que  l'anfçle  des  tangentes  aux  deux  ligues 
estit —  (v  —  i)6,  d'où  il  suit  que  fes  tangentes  en  deux 
points  correspondants  coacoureut  sur  la  circonférence 
déterminée  par  ces  points  et  par  le  pôle.  Elevant  au 
carré  et  ajoutant  les  égalités  (  3 1  ),  on  trouve,  pour  expri- 
mer l'arc  de  la  transf année, 


./., 


Pour  avoir  le  rayon  de  courbure,  les  mêmes  égalités 
donnent,  après  une  nouvelle  dérivation, 


«V-l  p,  — 


«  +  (v. 


•"'"p 


Dans  le  cas  particulier  des  spirales  sinusoïdes,  ces  for- 
mules devieuneDl,  eu  vertu  de  (19)  et  (20), 

puis,  par  élimination  do  »,  on  arrive  à  la  proposition 
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(  '88) 
évidente;  La  transformée  d'indice  v  d'une  spirale  d'îa- 
dice  n  est  une  spirale  d'indice  -  •  En  particulier,  la  po- 
daire  d'une  spirale  d'indice  n  peut  se  déduire  de  cette 
courbe  par  une  transformation  d'indice  n  -+-  i . 

18.  Remar(]uons  que  la  transformation  d'indice  —  i 
ne  diffère  pas  essentiellement  de  la  transformation  par 
rayons  vecteurs  réciproques.  Donc,  deux  spirales  sinu- 
soïdes, auœ  indices  égaux  et  désignes  contraires,  sont 
deux  courbes  inverses.  Exemples  :  i"  deux  spiraieslo- 
garîlhmiques;  3°  droite  et  cercle;  3°  parabole  et  lima- 
çon de  Paseal;  4°  liyperboleéquilatère  et  leinuiscatede 
Bernoulli.  Une  autri;  transforma  lion  particulière,  re- 
marquée par  Cbasies,  est  celle  d'indice  a.  On  voit  immé- 
diatement quels  transfonnéed'une droite  est  une  para- 
bole, la  transformée  d'un  cercle  est  un  limaçon  de  Pas- 
cal, etc.  Ce  dernier  théorème,  dû  à  Cbasies,  a  été  retrouvé 
«t  précisé  par  M.  d'Ocagne,  dans  la  Note  citée.  On  voit 
encore  que,  par  une  transformation  d'indice  4,  on  sau- 
rait déduire  une  parabole  d'une  hyperbole  équîlalèrc,  uu 
limaçon  de  Pascal  d'une  lemnîscate  de  Bernoulli;  etc. 
Pour  finir,  nous  remarquerons  que  toutes  ces  courbr-5 
se  déduisent  aisément  du  cercle,  en  prenant  comme  pôK' 
un  point  de  la  circonférence,  et  la  tangente  en  ce  point 
comme  axe  polaire.  En  cH'et,  toute  spirale  d'indice  n 
dérive  du  cercle  par  une  transformation  d'indice  -  • 

19.  Les  géomètres  ont  déjà  remarqué  que  les  spirales 
sinusoïdes  peuvent  être  parcourues  par  un  mobile,  attiré 
vers  le  pôle  en  raison  inverse  de  la  (i*n  +  3)"°"  puis- 
sance de  la  distance,  n  étant  l'indice  de  la  courl>e.  Soit 
■■  ^— ^  l'intensité  de  l'accélération  totale,  de  sorte  que,  i' 
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«■tant  la  vitesse,  It^s  accélérations  langentiellc  vt  ctrnlri- 

pèle  soient 

Divisant  memibru  à  membre,  on  a 

don 

_  * 

D'après  cvla,  les  égalités  (21)  donnent 


=!!(■)■-■ 


Or,  si  l'on  observe  la  relation  (4)i  l'égalité  (  a3)  prend 
la  forme 

M) 

d'où  l'on  déduit,  en  particulier, 

pounu  que  n  dillërc  du  — 1.  Dès  lors,  l'égalité  (a3) 
■le  vient 


c'est  l'égalité  (i4)i  <]■>'  suffit  pour  définir  les  spirales  si- 
nusoïdes, d'indicen. 

30.  Évidemment,  ce  ne  sont  lii  que  des  cas  fort  par- 
ticuliers de  toutes  les  trajectoires  possIMes.  Ainsi,  en 
nous  bornant  au  cas  de  n  =  —  3,  nous  obtenons  seule- 
ment l'byperbole  équilatérc^  mais  nous  retrouvons  touto 
la  famille  des. coniijues  sï,  dans  l'intégration  de  (34)1 
nous  n'égalons  plus  à  xéro  la  constante  arbitraire.   11 
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(  '9»  ) 
vient  alors,  an  lien  de  (aS), 


cl  l'on  détcïriiiint:  les  valc-urs  des  conslantiis  R  et  c,  eu 
fonction  des  axes  de  la  courbe,  en  observant  que,  pour 
a=  o,  la  valeur  commune  de  u  et  p  est  a  ou  b.  Il  en 
résulte 

R>=a'  +  i»,        c>=ab. 


Conséquemment, 


=  l/^ 


Puis,  en  vertu  de  (23), 


=  ^j .  JV(at_„.j(„,_6.)«'' 


,.._ ^.         ■  — .■^-- ^.■«'^"- 

En  éliminant  u,  nous  retrouvons  l'équation  (to),  qui 
représente  toutes  les  coniques.  On  arrive  au  même  résul- 
tat, lorsque  n  ^  —  \.  Dans  ce  cas,  le  point  O  n'est  plus 
\c  centre,  mais  bien  unyoj^<>r  de  laconique.  On  obtient 
(l'abord 


>/isï^ 


■fs/^ 


ab  Jy-iau  —  u»  —6» 

Enfin,  l'élimination  de  u  nous  reconduit  à  l'équation 
intrinsèque  (10),  et  l'on  peut  démontrer  qu'il  n'y  a  pas 
d'autres  valeurs  de  n  pour  lesquelles  ce  fait  soit  possible. 


ERRATA. 

nmtlre  \\m  i/em 
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SCR  «IISU)[[ES  INTEGRALES  RENARQUAILES; 

Par  m.  Etienne  POMEY. 

On  lit,  dans  lu  Cours  d'Analyse  de  l'Ecole  Poly- 
technique, |>ar  M.  Cil.  Hermite,  lo  passage  suivant  qui 
Lerinine  le  Gliapïtre  relatif  à  l'intégration  par  parties 
(p.  260)  : 

Il  Tels  sont  donc  jusqu'ici  les  divers  types  de  fonc- 
lious  pour  lesquels  on  possède  une  inétiiode  sûre  d'inlé- 
i;ralion  sous  furine  finie  explicite.  Bien  d'autres,  nous 
(levons  le  dire,  ne  rentrent  point  dans  ces  méthodes; 
ainsi,  par  exemple,  en  posant 


II  n'a  aucun  procédé  pour  trouver  directement 


r- 

r  x'dx  _       u 
j  (aJi  +  bi,)*  — 


»  Nous  pourrions  encore  citer,  en  désignant  toujours 
par  aeX.  h  des  constantes,  cette  intégrale 

/a'dx  _  tan^r 

[rt-f-(rtr-+-6"jtaiifi3-]"'  ~  a-+-(rt.c-HA)langï' 

dont  on  ne  peut  vérifier  la  valeur  que  par  la  dilfércntia- 
tiori.  » 

Je  me  propose  de  démontrer  dans  celte  Noie  que  le 
procédé  d'intégration   par  parties,  joint  à  l'emploi  de 
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substitutions  très  simples,  suffit  |M)ur  obtenir  la  valeur 
des  quatre  Intégrales  préiédcutcs.  Je  désignerai  ces  in- 
tégrales respectivement  par  A,  B,  C,  D  cl  je  uéglîgcrai 
d*écrire  les  constantes  arbitraires  introduites  par  l'inté- 
gration. 

I.  La  dillérentiationde  l'ëquation 

u  =  3:sinar-i'Cosa! 
donne 

37  cosi  dx  =  du 
cl,  par  suite, 

J    COSJ;    K»  J   COt3!       \u/ 

ou,  en  intégrant  par  parties, 

UCOiX  J     U       \C0!^XJ 

Or  on  a 

d'où,  par  conséquent. 

A  —  —      ^  /'_^£_  —  _      .r  _  !• 

~       ucosx      J   cos>ar  "~       it  cos^  "^  ~  «' 

II.  De  même  on  trouve,  par  un  calcul  analogue  au 
précédent, 


J    sina:   i-"  ./    sin37     \i./ 


m.  Pour  calculer  C,  posons  au  +  if  =  t.  Il  en  ré- 
sulte 

adii-i-bdv  =  x{a  conj:  +  bsinx)  dx  =  dt. 
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{  ■93  ) 
vl,  par  suito, 

fbx'^dx        r  bx  di 

OU,  <^ii  iotégranl  par  parties, 

bx  r\   .1  bx  \ 

Cette  dernière  intégrale  se  réduic  aisément  à 

r         hdx 

pour  laquelle  les  méthodes  usuelles    conduisent   à  la 
valeur 


a  cosi  +  b 

f.\nx 

u 

en 

résulte 

bx 

0.. 

(OCO!»  +  i!in»)( 

acosx 

+  6  si 

X 

=- 

7  ~~ 

au^b^- 

On  démontrerait 

le  même  la 

formule 

u 

ax^dx 

au  +  b.- 

u  +  b.)r 

IV.  Enfin,  en  ce  qui  concerne  l'intégrale    D,    nous 
l'écrirons  d'abord,  pour  la  simplicité  des  calculs,  sous  la 

acostxdx 

Posant  alors 

a  cos3^  -4- (ax  +  b)!,\nx  =  z. 
Ann.  de  .«alkémat.,  3-  sorîe,  t.  Vil  (Avril  iMNS).  \'i 
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si^stitulions  très  simples,  suffit  pour  obtenir  la  valeur 
(les  quatre  intégrales  préiédenles.  Je  Oésignerai  ces  in- 
tégrales respective  ment  par  A,  B,  C,  D  et  Je  négligerai 
d'écrire  les  constantes  arbitraires  introduites  par  l'iuié- 
gralion. 

I.  La  diiTérenliation  de  l'équation 

donne 

et,  par  suite, 

J   coix   u*  J  zasa:      \u  / 

OU,  en  intégrant  par  parties, 

Or  on  a 

\cosj-/       cos*x 

d'oii,  par  conséquent, 

X           r  dx                X  V 

A  = h  /  - — -—  = h  tanga-  =  — 

II,  De  même  ou  trouve,  par  un  calcul  analogue  au 
précédent, 


_  y  f   dr    _ 


lU.  Pour  calculer  C,  posons  au-\-bv  =  t.  Il  eu 
suite 

n  rf«-t-  é  rff  =  x{a  eosj-  -h  b  s\nx)dx  =  dl. 
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et,  par  suit4>, 

fbx'^dx       f  bx  dt 

ou,  nn  intégrant  par  parties, 

Cette  dernière  intégrale  se  réduit  aisément  à 
r  bdx 

pour  laquelle  les  méthodes  usuelles    conduisent   à  la 
valeur 


On  démontrerait  de  même  la  formule 

/ax'da:      _         v 
(au-i-bi>)*  ~  au-i-bv' 

IV.  Enfin,  en  ce  qui  coDcerne  l'intégrale  D,  nous 
récrirons  d'abord,  pour  la  simplicité  des  calculs,  sous  la 
fornur 

ocos'r  (ir 


/r. 


Posant  alors 

Ana.  de  MaiMmal.,  i'  série,  i.  Vil  (Avril  iBSB). 
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(ax+b)cosxdi:=  dz 
vt,  par  suiu.-, 

J   ax-^b  s>  J   ax-\-b     \a 

ou,  en  inlégraiit  par  psrlics, 

~     J  \ax-^h)s     J  "s     \ax-^b 
La  dernière  intégrale  se  réduit  aisément  n 


SUR  L'INTÉGRATieN  DE  L'fiOUATrON  DirPÉRBNTIBLLS 
DSS  COIHQUSS  HOMOrOGAliS; 

Par  m.  ÉTiSHNR  POMEY. 


L'équation  dilFérentielle  des  coniques,  rapportées  à 
deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et  ayant  pou» 
loyers  F  et  F'  situés  sur  O  j:  de  part  et  d'autre  de  l'origine 
à  ta  distance  c  de  ce  point,  est 


^m-^' 


dont  la  valeur  est 

r   -adx 

Il  en  résulte 

ax  +  b 

n             "  """^ 

1                         langx 

(ax  +  b)i 

ax-^b       a  +  (aa7  +  i)tanei 
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Pour  ÎDt^rcr  celte  équation, M.  Jordan  (Courfrf'^Tia- 
fyse,  t.  m,  p.  4o)  l't  ramùnc  à  une  équation  de  Clai- 
mut  par  la  substitution  x*  ^  ^^J*  =  c-  Mais  on  peut 
aussi  l'intégrer  directement  par  la  méthode  suivante,  qui 
repose  sur  quelques  transformations  simples  qu'on  peut 
lui  faire  subir,  de  façon  à  la  ramener  à  la  forme 
du  +  dv:=o,  d'où  résulte  la  solution  u  +  v  =  const. 

L'équation  (i)  peut,  en  effet,  s'écrire  successirement 

(2)  xy  dy^-^  X* àx  ày — y^dx  ây  —  c*dxdy  —  xy  dx*=  o, 

(3)  xdy(ydy-i-xdx)—ydr(ydy-^xdx)  =  c*dxdy, 

(4)  (x  dy  — y  dx){y  dy  •\- X dx)  =^  c^dxdy. 

On  voit  donc  que,  si  l'on  i»osc,  pour  abréger, 

xdy  — y  dx  s3  m,         y  dy+  a:  dx  =  n, 
cdx  =p,  cdy  =  I}. 

l^'équation  (4)peat  s'écrire 


=  ^±£  =  ±i!^ 


^m^.y).^.(y,  +  „)»=[(3:^-c)^^-^'](rf^'-^.rf^^). 
(m-qY+ip-nY  =  \(x-cy  +  y*](dx^H.dyt). 

p  -^  n  =  {x  -v-  c)  dx  +  y  dy. 

p  —  n  =  (x  —  c)dx-^ydy, 

et  par  suite,  d'aprés(5), 

(x-hc)dx-t'ydy,    (x  —  c)dx -\-  y  dy 
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Cliacunc  des  deux  fractions  figurant  dans  cette  équa- 

lion  est  la  dcmi-difTercntidle  de  son  dénominateur.  Od 

a  donc,  en  intégrant  et  désignant  par  a  une  constante 

arbitraire. 


équation  qui  représente  toutes  les  ellipses  et  hypi^rboles 
ayant  pour  foyiTs  les  [wints  F  et  P. 


SUR  UN  THÉORÙIE  GÉNÉRAL  DE  C0KVKR6ENCB; 
Par  m.  J.-L.-W.-V.  JENSEN. 


Des  recherclies  que  j'ai  entreprises  en  vue  d'uue  géné- 
ralisation de  la  tliéorie  de  convergence  d'une  série  à 
termes  positifs  ont  en  même  temps  donné  une  sioiplifi- 
catton  imprévue  du  la  présente  théorie.  Les  critères  de 
Cauchy,  de  Duhamel  et  Raabe,  de  Bertrand,  etc. ,  peuvent 
dès  lors  être  exposés  en  quelques  lignes  comme  simples 
corollaires  d'uu  théuréme  général,  comme  nous  le  ver- 
rons immédiatement. 

Théorêhb.  —  La  série  à  larmes  positifs  Su^  sera 
convergente.,  si,  à  partir  d'une  certaine  valeur  du 
nombre  entier  et  positif  n, 

aa  étant  une  fonction  positive  de  net  ^^  une  constante 
positive. 

De  l'inégalité  (  i  )  en  découle  une  autre 
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d'où  il  suit 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

En  posant  a„  ^  i ,  on  a  le  critère  de  convergence  de 
Cauch; 

et  le  reste  de  la  série  à  partir  du  terme  Ug  sera  plus  petit 
quei«„. 

Si,  au  contraire. 


Un  est  croissant  avec  n,  et  la  série  sera  divergente. 
En  posant  a„  ^  n,  on  a  le  critère  de  Duhamel 

„^_._.>„    ..    »(^-.)>-.. 

et  le  reste  sera  plus  petit  que  -  nu„. 
Si,  au  contraire, 

n(;~--i)  <i,         d'où         «a„<(n -t- i)u„+„ 

nua  est  croissant  avec  n,  et  la  série  sera  divei^ente. 

Pour  a„  =  niogn,  n  lognloglogn,  . . . ,  nous  aurons 
les  critères  de  M.  Bertrand. 

Etant  donnée  une  série  quelconque  à  termes  positifs 
Sun,  il  n'y  a  aucune  difficulté  k  démontrer  que  l'on 
peut  toujours  trouver  un  a»  satisfaisant  à  l'inégalité  (  i  ) 
et  que  l'on  peut  même  choisir  a»  d'une  telle  manière 
que\  — soit  divcrgento.  Le  théorème  en  question  est 
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donc  géndra)  dans  le  domaine  des  séries  à  termes  posîtjfs, 
aussi  bien  que  le  suivant  : 

Tbëorème.   —  La  série  à  termes  positifs  ^u„  sera 

1  ™^''^''*'^"  "  { ,  jj   à  partir  d 'une  certaine  valeur  de  n, 
{    dwtrgents    \  ' 

a„  et  (j.  étant  positifs  et  la  série  ^  —  divergente. 

Dans  te  second  cas,  qui  seul  reste  à  démontrer,  on  ■ 
pour  n^n', 

anUa>aaUn-  ou  Ua> -^an'U^:    C.  Q.  F.  II. 

En  général,  nous  pouvons  prendre  an  ^  t îrT~'  '> 

).»  reste  fini,  tandis  que  b„  grandit  sans  cesse  et  infini- 
ment avec  II. 


PROBLEMC; 

Par  m.  a.  AURIC, 
Élève  ingénieur  des  Ponls  et  Chaussées. 


Soitsni  n  aiguilles  tournant  autour  du  mâme  axe,  dans 
le  même  sens,  avec  des  vitesscsp  fois  plus  grandes  l'une 
que  l'autre. 

Nous  voulonsdétermiaeruneposîtion  de  CCS  n  aiguilles, 
telle  qu'il  suit  possible  du  les  iwrmuter  circulaii-emeui. 

Adoptons  le  système  de  numération  de  base  p;  la  posi- 
tion des  aiguilles  est  couiplètemeuidéterminée  par  la  frac- 
tion de  circonférence  décrite  par  l'aiguille  qui  tourne  le 
plus  lentement. 
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Considérons  la  fraction  périodique 


),  a,a,...3™.. 


oàai,ai, . . .,««)  •  • ., «a  sont  des  entiers  tous  plus  pvtits 
que  ta  base  p. 

Je  dis  que,  pour  celte  position  des  aiguilles,  on  pourra 
les  permuter  circulaîrement. 

Ed  effet,  ta  m'*°*  aiguille,  par  exemple,  a  décrit  un  arc 
exprimé  en  circonférences  par 


aatrcment  dit,  cette  aiguille  a  fait  un  nombre  entier  de 
tours,  plus  la  fraction  de  circonférence 

O,  Xn. .  .a^ajOt, .  .an,..  .Xj,CE|at...an,. . ., 

Cette  expression  montre  que  l'on  pourra  permuter  cir- 
colairement  toutes  les  aiguiltos,  car  elle  est  indépendante 
(le  t'aiguille  que  l'on  considère. 

Nous  aurons  donc  autant  de  positions  qu'il  y  a  de 
nombres  d'au  plus  n  chiffres  dans  le  système  de  numé- 
ration ;>,  soit  ^. 

En  particulier,  sia.,  =  a.t  =  ...^  a„,  la  fraction  de  cir- 
conférence décrite  serala  même  pour  toutes  tes  aiguilles  j 
autrement  dit,  elles  sont  toutes  confondues. 

Considérons  l'aignille  des  beurcs  et  celle  des  minutes 
d'une  montre  ordinaire  :  ici  p  =  1 2,  et  toutes  les  positions 
données  par  la  fraction 


représentent  des  positions  que  l'on  peut  intervertir  j  a  et 
^  sont  plus  petits  que  i  a  et  sont  exprimés  :  a  en  beurcs 
etpenS'- 
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SUR  m  SÉRIES  ORDONNÉES  SUIVANT  LES  PUISSANCES 
CROISSANTES  DUNB  VARIARLE; 

Pab  m.  Gb.  BIEHLEH. 


On  sait  que,  si  une  série 

(i)  Ofl-t-aiic-*-  ai3r*-t-. .  .-f-  0,11!''+. . . , 

ordonnée  suivant  les  puissances  d'une  variable  x,  est 
convei^ente  pour  une  valeur  de  x  dont  le  module  est  R, 
elle  est  convergente  pour  tome  valeur  de  x  dont  le  mo- 
dule est  moindre  que  R  ;  elle  représente,  pour  toutes  ces 
valeurs  de  la  variable,  une  fonction  continue  de  x.  Cette 
propriété  subsiste  en  cousé(|uence  pour  toute  valeur  de 
X  représentée  par  un  point  du  plan  situé  dans  1  intérieur 
d'un  cercle  d'un  certain  rayon  R',  désigné  sous  le  nom 
de  cercle  de  convergence.  Si  l'on  prend  les  dérivées  des 
termes  de  lasérie(i)  supposée  convergente  dans  le  cercle 
de  rayon  R',  on  obtient  une  nouvelle  série 

(a)  ai  +  »a,ar-(-3a,^'  +  ...+  n<iBar"-i-i-. ... 

convergente  pour  toute  valeur  de  ta  variable  située  dans 
l'intérieur  de  ce  cercle.  Remarquons,  en  outre,  que, 
pour  toutes  ces  valeurs,  les  séries  formées  par  les  mo- 
dules des  termes  des  séries  (i)  et  (a),  à  savoir 

«0+    "iT-l-    air»-t-...-*-     aar"     +..., 
ai  +  aix,/-  +  3ajr»-i-..,  +  nct„r»-'-i-,.., 

où  «[i  désignele  module  de  a|i,  sont  convergentes. 

Nous  allons  donner,  dans  ce  qui  suit,  une  démonslra- 
tion  simple  d'une  propriété  connue,  mais  importante,  de 
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ces  séries,  à  savoir  :  la  série  (a)  représente  une  fonction 
qui  est  la  dérivée  de  la  fonction  représentée  par  la  pre- 
mière, pour  toute  valeur  de  la  variable  située  dans  l'in- 
lérienr  du  cercle  de  converçence. 
Soit 

F(;5)  =  ae-t-rtij:-+-ra,a:'-4-...-(-Ona^''-h..., 

cisoitF„{ar)  le  polynôme  de  degré  «, 

F„(i)  =  ae+aiar-Ha,T'-l-..,-t-aaX™; 

soit  Ra(x)  la  somme  de  tous  les  termes  qui  suivent  le 
(h  +  i)'™"  dans  la  série  (i). 
On  aura 

eu  désignant  par  x-i-h  une  valeur  de  la  variable  repré- 
sentée également  par  un  point  situé  dans  l'intérieur  du 
cercle  de  convergence,  on  aura  aussi 

F(a^  H- A)  =  F„(:i;  4- A)  +  R„(a7  +  A); 
d'où 

F(:r  +  A)-F(i) 
=  F„(^  +  A)  — F„(:F)-(-R„{a:  +  A)  — R„(a^j 
et 

F(j,  +  A)-F(a^) 
h 
_P„(x+A)  — F,(a:?       R„(a;4-A)-R„(jr) 
A  A  ' 

lorsque  h  tend  vers  zéro,  — 4— — ~ —  a  pour  li- 
mite la  dérivée  du  polynôme  F„(x),  soit  FJ,(x), 

f       -j-          1               1            .      V^Ax-^h)  —  9,Ax) 
Lonsiderons  la  seconde  partie,  — ^ j^ ^— ;  on 
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peut  écrirv 

=  eiB+,[(ar  +  A)"*'— ^^']  +  o„^-,[(jf-t-A/'+*— 37"+']+..., 

carRrt(x4-/i)eiR„(x)  sont  des  séries  convergentes. 
Mais 

(a!+ A)»*' —  *?+' =  A[(37  +  A)"+ (a: -H  A)"-'* +. .  .  +  ^], 

et  de  même  pour  les  autres  termes  ;  ou  pourra  donc  poser 

R„(a;  +  A)— R,(a:)  =  A*„(a^,A), 

où  4>n(x,  h)  est  une  fonction  entière. 

IVous  allons  chRrctier  une  limite  du  module  de  )a  fonc- 
tion 4>„(x, /i).  Soit  p  le  plus  grand  des  modules  des 
quantités  x  +  h  et  x,  OU  aura 

niod[(a;-hA)»4-(af-4-A)'^'ar-t-...-i-a:"]<{ft-+-0p«^ 

par  suite, 

mod*(a:,A)<(n-M)i„+,p«-i-(B  +  a)a*+,  ?■+'  +  .... 

La  série 

«t -*-a»,p-f-3i,p>  +  ... -h  nanf-'  +  Cn-t- !)«,+, p"*'-*-... 

étant  convergente,  on  peut  trouver  une  valeur  de  n  finie, 
telle  que 

(n  -t-  !)«,+,  p"  +  (n  +  a)a„+,p»+'-H . . . 

soit  inférieur  à  un  nombre  donné  e  ;  par  suite,  en  dé- 
signant par  e„  une  quantité  aussi  petite  que  l'on  voudra, 
on  aura  pour  toute  valeur  de  h  satisfaisant  à  la  condition 
que  x  +  /i  soit  dans  l'intérieur  du  cercle  de  convergence, 

R„(^  +  A)-R„(ig)  _ 
A 

D'auti'e  part,  on  [>cut  trouvef  une  valeur  de  h  assez 
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petite  pour  que 

A 

ne  diffère  de  F^,(x)  qufi  d'uoe  quantité  ria  aussi  petite 

qu  on  voudra  ;  — ^^- ~ i— '  pourra  donc  s  écrire 

j =  *'«("')  ■+■  En+  lu- 
Mais  la  série- 

F,(;r)  =  a|-t-aaia:-t-3aia^*-H...+  na„ar"-'  +  ... 

est  convergente  ;  on  peut  donc  prendre  n  assez  grand 
pour  que  F)  (x)  ne  ditFère  de  F'„{x)  que  d'une  quantité 
Ci  aussi  petite  que  l'on  voudra, 


Lorsque  /*  tend  vers  zéro,  le  premier  membre  a  pour  li- 
mite la  dérivée  de  la  fonction  F(x).  On  voit  que  cette 
limite  existe  et  est  F(x).  Il  ne  saurait  y  avoirenciretde 
dilTércnce  entre  cette  limite  et  F,  (x)  ;  car,  si  l'on  supposait 
qu'il  en  existe  une  finie,  quelque  petite  qu'on  la  suppose, 
ce  qui  précède  montre  qu'on  peut  trouver  un  nombre  n, 

.  1           1      i-<i"                       F(x-t-h)—Plx)      .      , 
tel  que  la  uilierence  entre  — = v ^ — -  sojl  plus  pe- 
tite que  la  diflërence  assignée;  la  fonction  F[x)  a  donc 
bien  pour  dérivée  F,  (x). 
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CORRiSPOmUIICE. 

Extrait  d'une  Lettre  de  M.  Halphen  à  M.  Jtouché.  —  Voici 
des  résultats  bien  curieux,  qui  me  paraisseol  pouvoir  être  mis 
dans  vos  Nouvelles  Annalet,  sous  la  forme  que  vous  voudreE, 
comme  problèmes,  par  exemple. 

Il  s'agit  des  polyuâmes  A,  qui  se  déduiseot  les  uns  des  autres 
par  la  loi 

An  =  a;»A„-,  —  (an  -  i  )Ab-„ 

et  qui  fournissent  la  solution  de  l'équation  de  Riccati 
par  la  formule 

An 

}'  =  -^^'- 
Ce  sont 

A,  =  a;  — 1, 

A,  =  a!»-3*  +  3, 

A,=  a;*— 6a:»+i53^  — 15, 


Soient  a,  b,. . .  les  racines  de  A,. 

i"  Le  discriminant  a  la  valeur  suivante  : 

U(a-6)«=(-i)î"'"~"3"-».5"-».7"-^...('in-3)'(ï«-0- 

3°  La  fonction  symétrique  □  (a  -i-  6)  s'exprime  ainsi  : 

n  (<!  +  é)  =  3.  5«.  7» . . .  (an  —  3)  "-» (a«  —  i)  "-i. 

3°  A„  a  une  seule  racine  réelle  ou  n'en  a  point,  suivant  la 
parité  de  n. 
J'en  passe  et  des  meilleurs,  etc. 
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Cours  d'Astrokomie  pratique  :  application  à  la  Géo- 
graphie et  àla  Navigation;  par  M.  E,  Caspari,  ingénieur 
hydrographe  de  la  marine.  1''*  Partie  :  Coordonnées 
vraies  et  apparentes.  TTtéorie  des  instruments.  Paris, 
Gaulhier-Villars  et  Fils,  1888. 

L'imprimerie  de  MM.  Gautbier-Villars  est  vraiment  dans  une 
période  heureuse;  elle  nous  a  donné,  dans  ud  laps  de  temps 
fort  restreint,  la  Thermodynamique  de  M.  Bertrand,  la  Théo- 
rie det  surfaces  de  M.  Darboui,  le  Cours  d'Analyse  de 
M.  Jordan,  les  Fonctions  elliptiques  de  M.  Halphen,  .. .,  c'esi- 
à-dire  une  série  d'Ouvrages  qui  font  époque  et  doottout  mathé- 
iDaticien  voudra  orner  sa  bibliothèque. 

Ce  n'est  pas  assurément  le  Livre  de  M.  Caspari  qui  rompra 
la  veine  ',  quoique  s'adressant  à  un  public  un  peu  plus  particulier, 
ce  nouvel  Ouvrage  nous  semble  appelé  à  ud  succès  rapide  et, 
disons-le  bien  vite  et  très  haut,  fortjustement  acquis. 

L'un  des  mérites  de  M.  Caspari  est  d'avoir  su  se  borner  :  son 
sujet  est  nettement  circonscrit;  il  s'agit,  comme  le  sous-titre 
du  liire  l'indique,  non  d'un  traité  complet  d'Astronomie  pra- 
tique, mais  de  l'application  de  l'Astronomie  à  la  Géographie  et 
à  la  Navigation.  Ce  que  l'auteur  se  propose,  c'est  de  fournir 
aux  voyageurs,  aux  marins  comme  aux  explorateurs  des  conti- 
nents, les  moyens  les  plus  commodes  et  les  plus  sûrs  pour  fixer 
leur  position  sur  notre  giobe  et  pour  y  tracer  leur  route. 

Certes  il  serait  malaisé  d'inventer  beaucoup  sur  des  ques- 
tions abordées  déjà  par  Ulysse  et  par  les  Phéniciens  etsi  diver- 
sement résolues  depuis  Copernic  et  Tycho  Brahé.  Mais,  si  le 
iDJet  n'est  pas  neuf,  il  a  peut-être  plus  qu'un  autre  besoin 
(l'être  rajeuni.  Il  y  a,  sans  nul  doute,  une  place  à  prendre  à  cAté 
du  charmant  volume  de  M.  Faye,  que  les  gens  du  métier  trou- 
vent trop  exclusivement  théorique.  Nous  ne  voulons  pas  dire, 
an  te  pense  bien,  qu'il  faut  se  priver  des  ressources  de  la  Géo- 
métrie et  de  l'Analyse;  à  notre  sens,  au  contraire,  le  praticien 
iligne  de  ce  nom  doit  posséder  parfaitement  toutes  les  connais- 


,,GoogIc 


(  Ho6  ) 
sances  propres  à  faciliter  sa  besogne  et  il  doit  manier  le  calcal 
et  les  formules  avec  la  mi^me  dcxtcritc  que  le  théodolite  ou  le 
sentant.  Le  véritable  objectif  est  une  étude  approfondie  des 
instruments  et  des  méthodes,  une  critique  sévère  qui  montre 
l'étendue  et  les  limites  de  leur  emploi,  et  qui  apprenne  à  en 
tirer  le  meilleur  parti  dans  les  circonstances  si  diverses  où 
l'observateur  peut  être  placé. 

L'examen  attentif  du  livre  de  M.  Caspari  permet  d'affirmer, 
à  en  juger  parée  premier  Volume,  que  l'auteur  a  rempli  ce  pro- 
gramme avec  autant  de  conscience  que  de  talent. 

C'est  la  théorie  des  instruments  qui  nous  a  le  plus  séduit. 
Un  Chapitre  est  consacré  aux  instruments  pour  la  mesure  des 
angles,  lunette  astronomique,  cercles  divisés,  cercle  méridien, 
théodolite,  instruments  à  réflexion.  Un  autre  est  relatif  au\ 
chronomètres  et  contient  le  résumé  des  travaux  de  MM.  Phil- 
lips, Lieussou,  Daussy,  Vinccndon,  Mouchez,  Villarceau,  etc. 
On  trouve  dans  ces  deux  Chapitres,  outre  une  exposition  claire 
et  précise,  des  remarques  intéressantes,  des  détails  ingénieux 
qui  révèlent,  chez  l'auteur,  la  double  expérience  des  voyages 
et  de  l'enseignement.  Non  seulement  M.  Caspari  connaît  a  fond 
tous  les  secrets  du  métier,  mais  il  les  dévoile  avec  l'art  et  la 
mesure  d'un  professeur  qui  sait  instruire  sans  fatiguer.  Cette 
partie,  qui  forme  les  deux  derniers  tiers  du  Volume,  sera  certai- 
nement fort  appréciée,  aussi  bien  par  les  personnes  compétentes 
que  par  les  lecteurs  qui  n'auraient  aucune  connaissance  anté- 

La  première  Partie  du  Volume  n'est  en  quelque  sorte  qu'une 
întrodoction  à  la  Science  des  voyages.  On  y  passe  en  revue  : 
d'abord  la  Trigonométrie  sphériquc,  les  développements  en 
série,  les  formules  d'interpolation i  puis,  les  divers  systèmes  de 
coordonnées  célestes,  leur  transformation,  la  mesure  du  temps, 
la  variation  des  plans  fondamentaux,  l'aberration,  l'usage  de 
la  Connaùtance  des  Tempt  et  des  Catalogues  d'étoiles;  enfin, 
les  coordonnées  géographiques,  les  formules  relatives  à  l'ellip- 
soïde terrestre,  â  la  parallaxe,  à  la  réfraction  et  à  la  dépression 
de  l'horizon.  C'est  un  résumé  fort  simple  et  bien  coordonné 
des  notions  d'Analyse  et  d'Astronomie  indispensables  pour  la 
navigation. 

Peut-être,  dans  les  développements  en  série,  eût-on  pu,  sans 
grande  peine,  sinon  sans  profit,  indiquer  l'expression  du  reste; 
et,  dans  la  méthode  des  approximations  successives,  il  eût  été 
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important  d'observer  qu'après  la  substitution  d'une  valeur  ap- 
prochée, il  faut  supprimer  les  termes  Hc  l'ordre  supérieur  à 
celui  que  l'on  considère. 

Les  formules  relatives  à  l'ellipsoïde  terrestre  pourraient  âtrc 
obtenues  plus  simplement.  Ainsi,  la  relation  entre  la  colaii- 
tude  géographique  et  la  colatilude  astronomique  s'obtient 
immédiatement  en  exprimant  la  dépendance  si  connue  entre 
les  coeflîcienLs  angulaires  de  deux  diamètres  conjugués;  et  nul 
besoin  n'est  de  transformer  cette  relation  pour  développer  en 
série  la  différence  des  deux  colatitudes,  puisqu'on  a  appris 
antérieurement  à  développer  la  différence  de  deux  arcs  dont 
les  tangentes  ont  un  rapport  assigné. 

Enfin,  nous  aurions  désiré  voir  dans  ce  premier  Volume  la 
théorie  des  erreurs,  qui,  d'après  la  Préface,  ne  figurera  qu'à  la 
fin  du  second.  On  eût  trouvé,  &  propos  des  instruments,  mainte 
occasion  d'appliquer  cette  théorie,  qui  n'exige  d'ailleurs  qu'une 
bien  petite  place  si  l'on  se  borne,  comme  M.  Caspari  semble 
l'annoncer,  à  la  marche  à  suivre  pour  établir  les  équations  de 
condition  el  pour  évaluer  la  précision  d'une  observation.  Le 
principe  de  la  méthode  des  moindres  carrés  résulte  en  effet 
immédiatement  de  la  loi  donnée  par  Gauss  pour  la  facilité  des 
erreurs;  et  cette  loi  elle-même,  comme  l'a  récemment  indiqué 
M.  Bertrand,  n'est  qu'une  conséquence  fort  simple  de  ce  fait 
que  la  fonction  doit  être  impaire  et  qu'on  néglige  les  puissances 
supérieures  de  l'erreur;  cette  expression  devient  par  cela 
même  proportioanelle  au  binfime  qui  forme  les  deux  premiers 
termes  du  développement  de  l'exponentielle  de  Gauss,  laquelle 
représente  donc,  au  même  degré  d'approximation,  la  fonction 
cherchée. 

M.  Caspari  ne  peut  nous  savoir  mauvais  gré  de  ces  quelques 
observations.  Si  ce  sont  des  ombres,  elles  sont  bien  légères  et 
uniquement  destinées  à  faire  mieux  ressortir  le  fini  des  détails 
et  ta  belle  ordonnance  du  Ubleau.  E.  R. 


PIIBLrCATIOXS  REGENTIS. 


ANKjILKS  DB  L'OBBKHVATOine  ASTHONOMlQtlB,   HAQNÉTiaUE  ET   KÉTÉO- 

noLooiQUK  DR  TouLODSE.  Tome  I,  rcnrcrmant  les  travaux  exécutés 
de  1873  a  la  fin  de  1878,  sous  ladirectîun  de  M.  F.  Tinerand,  antitn 
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Directeur  de  l'observatoire  île  TouIoum,  Membre  de  rinstitut,  eu.; 
publié  par  M.  Baitlaud,  Dirccteurde  l'observatoire,  Doyen  delà  Faculté 
des  Sciences  de  Toulouse.  In-4°,  avec  planche.  Paris,  Gauthier-Villars, 
1881.  Prii  :  3o''-  —  Tome  II,  renfermant  les  travaux  exécolés  de 
1879  ti884,aouB  la  direction  de  M,  fl.fiaiHoud.  In-',-;  1886. Prii:3o'*. 

Histoire  de  l'École  Centrale  dks  Ahtb  kt  MAKurACToHBB,  de- 
puis SA  FONDiTiOK  JUSQU'A  CE  JOUR  1  par  M.  Ch.  de  Comberousse.  Un 
beau  volume  grand  iit-8°,  orné  de  t\  planches  i  l'cau-forte,  tirées  sur 
chine.  Paris,  Ganihier-Villars.  Prii  :  la".- 

\nnuaire  four  l'an  188S,  publié  par  le  Bureau  des  Loogitudes. 
contenant  nne  Note  sur  la  Construction  pratique  det  Cadran*  *o- 
lairea,  par  M.  Cornu,  Membre  de  l'Institut,  et  les  Notices  suivantes  : 
L'Oge  de>  étoilti;  par  M.  laotien.  Membre  de  l'Institut.  —  Notice 
*ur  le  Congrès  aitrophotographique  international  réuni  à  l'obter- 
vatoirede  Paris  en  avril  1887  pour  l'exécution  de  la  Carte  photo- 
graphique du  Ciel;  par  M.  l'Amiral  Mouchez,  Membre  de  l'Instilui, 
Directeur  de  l'observatoire  de  Paris.  —  Hécil  d'un  voyage  magné- 
tique en  Orient;  par  M.  d'Abbadie,  Membre  de  l'Institut.  In-iH  de 
8ao  pages,  avec  figures  dans  le  texte.  Paris,  Gauthier-Villars  et  Fils. 
Priï  :  broché,  i'',5o;  cartonné,  a''. 

Traité  ds  Prtbiquk  HAiHÉHAiiaDE ;  par  M.  H.  Resal.  Deuxième 
édition,  augmentée  et  entièrement  refondue.  Deui  beaux  volumes 
in.4'.  Paria,  Gaulhier-Villars ;  1887  et  1888.  Prix  :  t-f-. 

On  vend  séparément  :  Tome  I.  Capillarité,  Élasticité,  Lusnière; 
i5''.  Tome  !I.  Chaleur,  Thermodynamique,  Électrostatique,  Cou- 
rants électriques.  Électrodynamique,  Magnétisme  statique.  Mou- 
vements des  aimants  et  des  courants;  m''. 

CEuvKKs  DE  FocBiEH,  publiécs  par  les  soins  de  M.  Gaston  Dar- 
boux.  Membre  de  l'Institut,  sous  les  auspices  du  Ministre  de  IlO' 
struction  publique.  Tome  I  :  Théorie  analytique  de  la  chaleur.  la-^'. 
Pari»,  Gaulhier-VilUr»  et  Fil»,  1888.  Prix  :  a5''. 

Les  Cartes  topooraphiques.  —  La  Carte  dite  de  l'Ëtat-Major. 
Historique,  Projection,  Géodésie,  Rypsométrie,  Topographie,  Cri- 
tique et  lecture;  par  M.  /.  Collet,  professeur  i  la  Faculté  des  Sciences 
de  Grenoble,  ineoibre  de  la  Société  des  touristes  du  Dauphiné. 
Grand  in-8',  avec  figures  dans  le  texte  et  4  planches.  Paris,  Gauthier- 
Villars,  1887.  Prix:  j'',5o. 

CoNfÉRENCEB  SUR  QUELQDES-UMS  DBS  FROORÈS  RÉCENTS  DE  LA  PHI- 

siQUB  ;  par  M.  P.-G.  Tait.  Traduit  de  l'anglais,  sur  la  3*  édition,  par 
M.  Krouchkoll,  licencié  es  Sciences  physiques  et  raathémaliquet. 
Grand   in-S°,   avec   figures  dans   le  texte.   Paris,   Gauthier-Villars, 

1887.  Prix  :  7'',5o. 


,,GoogIc 


REMARQUES  SUR  LA  THÉORIE  DES  ROIJLBTTES; 

Par  m.  E.  CESARO. 


1 .  Nous  nous  proposons  de  montrer  comment  les 
principes  fondamentaux  de  la  Géométrie  intrinsèque 
conduisent  par  une  voie  facile  aux  résultats,  connus, 
de  la  théorie  des  roulelles.  Certes,  ces  résultats  jwuvent 
être  obtenus  avec  plus  de  simplicité  cl  d'élégance  par 
des  considérations  géométriques  ou  cinétnatiques,  maïs 
celles-ci  n'ont  pas  le  caractère  d'uniformité  analytique 
qui  distingue  les  méthodes  intrinsèques  et  les  rend 
extrêmement  propres  aux  recherclies  de  Géométrie  infi- 
nitésimale. Aussi  nous  garderons -nous  parfois  de  propo- 
ser les  nouveaux  procédés  au  point  de  vue  de  l'exposition 
didactique,  mais  nous  ne  cesserons  jamais  de  les  recom- 
mander comme  constituant  une  puissante  méthode  d'in- 
vestigation . 

2.  Considérons  d'abord,  dans  un  plan,  une  ligne  (M,) 
roulant,  sans  glisser,  sur  la  ligne  (Mo).  Soit  M  le  ^loini 
de  contact  des  deux  lignes,  et  prenons  pour  axes  (mo- 
biles) la  tangente  et  la  normale  à  ces  lignes,  en  M. 
Soient  j:  et^  les  coordonnées  d'un  point  P,  solidaire 
avec  (M|),  entraîné  par  cette  ligne  dans  le  mouvement. 
Pour  exprimer  que  P  est  fixe  dans  le  plan  de  (M,),  on 
doit  écrire 

(■)  rfar  =  ■>'-?>  ^      É:  =_*. 

dt,  pt  ^'t  pi 

D'autre  part,  les  variations  absolues  de  x  et  j-,  dans 
jinn.   de  .Vathémat.,  3-  sirie.  t.  Vit.  (Mai  iRSe.)  i\ 
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le  plan  lïxe,  sont  dounées  par  les  équations 


Du  reste,  às^=dsi  ;  conaéquemment,  si  l'on  pose 


les  formules  (a)  deviennent,  en  vertu  de  (i), 

3.  Les  égalités  (3),  divisées  membre  à  membre,  nous 
disent  que  la  normale  à  (P),  eu  P.  passe  par  M.  Élevées 
au  carré  et  additionnées,  elles  nom  donnent  le  rapport 
de  la  vitesse  de  P  à  celle  de  M, 

u  étant  la  distance  MF.  On  a  doue 


(5) 


-r-i 


4.  I/;s  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  (P),  en  P, 
sont 


et  l'on  a,  en  vertu  de  (i), 

ds,       u\u*       pi/"         dii        u\u'       p,/ 
Les  formules  générales 


(6) 
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lieïieanent  donc 

dit       «V"'       R/  dta        "  \"'       B/ 

Elevant  au  carré  et  ajoutant,  il  vît^iit,  en  tenant  compte 


Les  formules  (5)  et  (y)  conduisent,  par  des  élimina' 
lions  convenables,  à  une  relation  entre  p  et  s,  qui  est 
l'équation  intrînsè<{ue  de  la  roulett«  (P). 

5.  Si,  dans  (7),  on  égale  à  zéro  le  seconJ  membre, 
OD  obtient  l'équation 

(8)  **+/»- R/  =  o, 

représentant  le  lieu  des  points  P,  qui  marquent  des  in- 
flexions sur  les  trajectoires  correspondantes,  à  l'instant 
considéré.  On  parvient  ainsi  à  la  notion  du  cercle  des 
iajlexioits.  Le  point  H,  diamétral  «ment  opposé  à  M, 
sur  ce  cercle,  est  le  centre  instantané  géométrique  du 
second  ordre,  point  de  concours  des  tangentes  aux  tra- 
jectoires, en  leurs  points  d 'in llcx ion. 

6.  Lorsque  (M»)  est  une  droite,  on  apo=;  ao  ,  K -=  p,, 
ei  les  Formules  (5),  { j)  deviennent 


ru  du 


Ces  égalités  ont  une  grande  analogie  avec  les  formules 
relatives  aux  podaircs.  On  sait,  en  eiTct,  que  les  coor- 
tlonnc^s  intrinsèques  de  la  podaire  de  (M,),  par  rapport 
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(  2ia  ) 
nt  (loiiiiées  par  les  équalioiis 


.'        Pi 


Par  comparaisan  avec  (9),  on  obtient 


La  première  de  ces  égalités  nous  dît  que  tout  arc  de 
roulette,  â  base  recliligne,  est  égal  à  l'arc  eorrespondaot 
de  la  podaire  de  la  courbe  génératrice,  par  rapport  au 
point  décrivant.  Ce  théorème  est  dû  à  Steiner.  La  se- 
conde formule  (10)  nous  dit  que,  dans -le  roulement 
de  la  podaire  de  (M,),  par  rapport  à  P,  sur  (P),  le 
diamètre  du  cercle  des  inflexions  est  égal  à  u.  D'ail- 
leurs, il  est  presque  évident  que,  relativement  à  la  po- 
daire roulante,  les  coordonnées  de  P  sont 


Par  substitution  dans  le  second  membre  de  (7),  on 
trouve  un  résultat  nu).  Conséqucmment,  si,  dans  le 
roulementd'une  courbe  (Ml)  sur  une  droite,  un  point  P, 
fixe  dans  le  plan  de  (M|),  décrit  la  courbe  (P),  la  po- 
daire de  (M|)  par  rapport  â  P,  en  roulant  sur  (P),  fera 
décrire  à  P  une  droite.  Ce  théorème  est  dû  à  M.  Ha- 
bich('). 

7.  PIhs  généralement,  si  pa^=-  '"Pu  on  a 


(')  MathetU,  p.  i45:  "S»'- 
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(a.3) 
I)  T  a  donc  proportionnalité  entre  l'arc  de  la  roulette 
el  celui  de  sa  podaire.  En  particulier,  pour  mi  =  —  i , 

Par  suite,  si  une  courbe  roule  sur  une  courbe  égale  et 
opposée,  la  trajectoire  de  tout  point  du  plan  de  la  pre- 
mière courbe  est  semblable  à  la  podaire  de  cette  courbe 
par  rapport  au  point  décrivant.  Il  faut,  bien  entendu, 
que  les  deux  courbes  soient  symétriquement  placées,  à 
l'origine  du  mouvement,  par  rapport  »  la  tangenle 
commune.  Elles  resteront  alors  constamment  symé- 
triques, et  la  propriété  énoncée  devient  évidente. 

8.  Lorsque  le  point  P  n'est  plus  iixe  dans  le  plan 
de  (\I|  ),  il  faut  connaître  avant  tout  la  trajectoire  qu'il 
décrit  dans  le  plan  mobïre  et  la  position  qu'il  y  occupe 
à  chaque  instant.  Il  suffit  de  se  donner,  dans  ce  but,  le 
rayon  de  courbure  p'  de  la  trajectoire  et  le  rapport  k  de 
la  vitesse  de  P  à  celle  de  M  :  ces  deux  quantités  peu- 
vent être  considérées  comme  des  fonctions  connues 
de  s,.  Nous  nous  bornerons  à  examiner  le  cas  très 
simple  où  la  trajectoire  de  P,  dans  le  plan  mobile,  ren- 
contre orlhogonalement  les  rayons  MP.  Soient  M',  P' 
les  nouvelles  positions  de  M,  P,  après  un  mouvement 
infinitésimal,  de  sorte  que 

MM'=rfsi,  PF'=  Arfï,, 
Les  droites  MP,  M'P  concourent  au  centre  de  cour- 
bure de  la  trajectoire  de  P,  dans  le  plan  de  (M,  )  :  les 
arcs  PP"  et  la  projection  de  MM'  sur  la  perpendiculaire 
à  MP,  élevée  par  M,  sont  interceptés  par  les  c6tés  du 
inéme  angle  au  centre  sur  deux  circonférences,  dont  les 
rayons  sont  p'  el  m  —  p'.  On  en  déduit 
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(  "4  ) 
9.  Cela  posé,  nous  ne  pouvons  pLus  nous  servir  des 
formules  (■)<[»!  ont  éié  olitenaeseit  supposant  Sx  =  o, 
S^^o,  tandis  que,  dans  le  cas  actuel,  nous  avons 


Pir  suite,  aiilieiiae(i), 

<">        |  =  ^-¥' 

î-f. 

puis,  au  lieu  au  (3), 

£=«-ï' 

I-Î- 

A  la  furmule  (4)  on  doit  de 

inc  substituer 

â' 

1-*- 

Ktiiiu   les  expressions  de  ^  et   [X  restent  les  mëinesi 
mais  on  a,  en  vertu  de  (i  a), 

flii       «*  \  it       pi         /  '         as,       u'  \  M        p,         / 
puis,  les  formules  (6)  deviennent 

d'où  l'on  déduit,  en  tenant  compte  de  (i3), 


(U) 


R-y 


C'est  la  généralisation  de  la  formule  (7),  qui  répond  à 
l'Iiypotlièsc  A:  =  o. 
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10.  Si  l'ou  tient  compte  de  (ii),  on  peut  mettre  la 
relation  (i4)  sous  la  forme  suivante  : 

C'est  la  formule  de  Savary.  Soient  C  et  C  les  centres 
de  courbure  d«s  trajectoires  de  P  dans  le  plan  fixe  et 
dans  le  plan  mobile.  La  formule  (i5)  nous  dit  que  les 
perpendiculaires  à  la  tangente  et  à  MP,  menées  parC 
et  M  respectivement,  concourent  sur  HC,  ce  qui  permet 
de  déterminer  C,  connaissant  C.  Si  l'on  ne  veut  pas  se 
servir  du  point  H,  on  doit  remarquer  que  les  droites  CCg 
et  C'C(  concourent  sur  la  perpendiculaire  à  MP,  élevée 
parM{<). 

11.  Il  est  clair  qu'une  ligne  quelconque,  fixe  dans  le 
plan  de  {M|  ),  et  représentée  par  l'équation 

(16)  /(^,r)  =  °. 

touche  son  enveloppe  aux  points  qu'elle  a  en  commun 

avec  la  ligne 

àx  dst       ày  dst 
En  vertu  de  (3),  la  dernière  égalité  devient 

('7J 


Conséquemment,  la  ligne  considérée  touche  son  en- 
veloppe aux  pieds  des  perpendiculaires  qu'on  lui  abaisse 
de  M,  Cette  enveloppe  est  donc  une  trajectoire  orthogo- 
nale des  rayons  MP,  et,  par  suite,  les  résultats  des  trois 
deruiers  paragraphes  lui  sont  applicables.  Conséqnem- 


(')  Voir,  dan»  les  NùavelUs  AnnaUi,  les  théorèmes  de  Gin 
tique  de  MM.  llabJch  et  Dcwuif  (  rSSa,  p.  !,bS;  iBS3,  p.  197). 
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(  =■6) 
meiil,  une  fois  qu'on  aura  déterminé,  au  moyen  des 
équations  (16)  et  (17)1  l^s  coordonnées  X-,y  des  points 
de  contact,  on  obtiendra  les  coordonnées  intrinsèques 
de  l'enveloppe  en  appliquant  à  ces  points  les  formules 
(i3)el(,5). 

12.  Soitune  droite  D,  fixe  dans  le  plan  mobile.  Elle 
loucbo  son  enveloppe  an  point  P,  projection  de  M. 
\  eause  de  (i  r)  et  de  p'=  x  ,  les  iormules  (i3)  et  (i5) 
donnent 

<.,    .^jci^iy..  .=»^¥. 

Nous  voyous,  par  la  seconde  formule,  que  le  symé- 
trique du  cercle  des  înllexions,  par  rapport  à  la  tangente, 
est  le  lieu  des  poinu  de  rebroussement  que  les  enve- 
loppes des  droites  du  plan  mobile  présentent  à  un  in- 
stant donné  :  c'est  le  cercle  des  lebroussements.  Lorsque 
D  vient  à  toucher  son  enveloppe  en  un  point  de  rebrous- 
sement, elle  contient  le  symétrique  de  H  par  rapport 
à  M. 

13.  La  première  formule  (18)  donne  lieu  à  une  re- 
marque intéressante.  Après  un  roulement  quelconque, 
projetons  sur  D  l'arc  de  courbe  routante,  qui  a  subi  le 
contact  de  la  ligne  fixe.  Soit  l  la  longueur  de  cette  pro- 
jection. Lorsque  la  ligne  fixe  est  droite,  l'arc  enveloppé 
par  D  est,  d'après  (18), 


'-P 


Si   la  courbe  (lM«)  est  telle  que  l'on  ait,  en  chaque 
point,  ^0=^  "ip,,  ott  a  aussi,  eu  vertu  de  (18), 


>  J    Pi 
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Donc 

„„_(„_,),  =  ;. 

Ce  tliéoi-èine  est  susceptible  <I'ulilcs  applïcalioits;  nous 
ne  nous  y  arrëlerons  pas. 

H.  Etudi'ous  le  routemeni  d'une  conique  sur   une 
droite.  Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

de  sorte  que  (ï*y*-)-  £'p'  =  c*,  on  a  (') 
n'fc»,    .        ,  •  dp, 

elles  formules  (9)  deviennent 

Dans  cliaque  cas  particulier,  on  exprimera  p  et  q  en 
fonction  de  u  et  les  relations  (19)  donneront  ensuite, 
par  élimination  de  u,  l'équation  intrinsèque  de  la  rou- 
lette cherchée. 

15.  On  sait  que  les  coordonnées  du  centre  sont 

/'  +  />'  /'  +  />* 

ell'on  en  déduit 

qa  =  /«*  —  b*,         pb  =  ^a* —  M*. 
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(ai8) 
Les  équations  (i9)devi(jiineiii 


,  r  u^du 

=  ab  l 7  -  ■         . 


En  particulier,  pour  l'hyperbole  équilaière, 

La  dernière  égalité  nous  dît  que  la  roulette  cherchée 
n'est  autre  que  la  ligne  de  Ribaucour,  d'iodice  3.  Du 
reste,  l'élimination  de  u  conduit  à  l'équation  intrin- 
sèque 


'"f\/i 


analogue  à  celle  de  la  lentniscate  de  Bernoulli. 


16.  Les  abscisses  des  foyers  sont 

cl  les  ordonnées 

V^'+Z»'            ^'-^P' 

On  a  donc  ii  =  <i(i  ±  ^  ),  et,  par  suite, 

±y<i  =  u  — a,        ±pb  =  'i/a'e*  —  (u  — 

')'. 

où  e  représente  l'excentricité.   Les  formule 

.  (19)  <!«■ 

viennent 

<.o),-a6r               ^-Z"    -          --. 

_l  _1. 
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(  "9) 
De  la  dernière  égalité  on  déduit,  presque  immédiate- 
ment, que  ces  courbes  sont  lus  méridiennes  des  surfaces 
de  révolution  à  courbure  moyenne  constante.  Ce  théo- 
rème est  dû  à  Dclaunaj  (').  L'élimination  de  u  entre 
les  égalités  {20)  nous  donne 


J  (P- 


a)v/e'(p- 
d'où,  eu  effectuant  l'intégration, 


Tnlle  est  ré(|uation  intrinsèque  des  courbes  de  De- 
launay.  Si  la  conique  est  une  parabole,  de  paramètre 
aa,  on  pose  a(i  —  e)  ^  a,  et  l'on  fait  tendre  e  vers 
l'unité,  dan»  (ai).  II  vient 


équation  d'une  chaînette.  C'est  pourquoi  M.  Liudelof 
appelle  (^)  chaînettes  toutes  les  courbes  de  Delaunay. 
en  distinguant  les  chaînettes  elliptiques  des  chaînettes 
hjperbolitfues,  suivant  la  nature  de  la  coniijue  généra- 
trice. En  tournant  autour  de  leur  base,  ces  roulette» 
engendrent  les  remarquables  surfaces  appelées  ondu- 
loïde,  caténoïde,  nodoïde  par  IVl.  Plateau. 

17.  Les  parallèles  aux  courbes  de  Delaunay  sont  i-e- 


(')  Journal  de  LiouvUle,  p.  3og;  i84i. 

{')  Théorie  des  sw/aeea  de  révolution  à  courbure  moyenne  con- 
ttante  [Mémoire*  de  la  Société  dei  Sciences  de  Finlande,  i8fi3). 
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preseiiténs  par  l'équatiou 


Or,  91  l'on  fail  h  =  2a,  on  retrouve  l'équation  (ai)* 
CItaque  courbe  de  Delaunay  jouit  donc  de  la  propriété 
d'êire  parallèle  à  une  courbe  égale.  Le  c«rcle,  qui  est 
évidemment  doué  de  cette  propriété,  est,  après  tout, 
une  courbe  de  Delaunay.  Pour  h  =  a,  on  trouve  que  les 
courbes  de  Delaunay  sont  parallèles  aus  courbes  repré- 
sentées par  l'équation  intrinsèque 


(M)- 


Chacune  de  ces  lignes  est  à  égale  distance  de  deux 
courbes  de  Delaunay,  engendrées  par  deux  foyers,  de 
noms  contraires,  dedeux  coniques  égales,  roulant  sur  une 
droite,  et  se  maiuLenanl  symétriques  par  rapport  a  cette 
droite.  Celle-ci  rencontre  la  courbe  médiane  sur  les 
normales  communes  d'inflexion.  La  démonstration  géo- 
métrique de  ces  propriétés  est  extrêmement  simple. 

18.  On  sait  qu'une  ligne  cycloïdale  est  représen 
par  une  équation  de  la  forme 


a'pî-i-*'«î=a'*'. 

et  que 

es  coordonnées  du  centre  du  cercle  directeu 

sont 

b's,                        aip, 

^       a'-i»'          ^        a«  — A'' 

de  sorte 

que 

».fi  =("■-*■)»■- ^. 

«"'"sSSs-*"'-")»'- 
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Les  forinules  (9)  donnent 
puis,  par  élimination  de  u. 


"/v/[(=^ 


'f~']['-^.{^^y] 


C'est  l'équation  d'une  conique  ayant  les  axes  pro[>or- 
tionuels  à  a  et  i,  et  le  paramètre  égal  au  rayon  du 
cercle  directeur. 


19.  Si  l'on  veut  déterminer  (Mb)  de  manière  que  (P) 
soit  une  droite,  il  faut  satisfaire  à  (8)  avec  les  coor- 
données de  P.  Les  coordonnées  intrinsèques  de  (Mo) 
seront  donc 

/  ,-.  "'Pi 

(.3)  ,.  =  ,.,         p.= -J^. 

Supposons,  par  exemple,  que  (M,)  soit  un  cercle  de 
rayon  it,  et  que  le  point  P,  fixe  dans  le  plan  du  cercle, 
soit  à  la  distance  ae  du  centre.  Il  est  évident  que 


-(— ï)- 


Par  substitution  dans  (aS)  et  élimination  de  5,,  on  est 
reconduit  à  l'équation  (ai).  On  parvient  ainsi  au  théo- 
rème suivant,  du  à  M.  Habich  :  La  courbe  sur  laquelle 
il  faut  faire  rouler  un  cercle,  pour  qu'un  point  de 
son  plan  décrive  une  droite,  est  une  courbe  de  Delau- 
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najr  ('),  Celle-ct  s'oblient  en  faisaiiL  rouler  sur  une 
droite  une  conique  concenirique  au  cercle,  et  admet- 
lant  pour  foyer  le  point  doniié.  Cette  proposition  a  été 
déduite,  par  M.  llabicli,  du  théorème  démontré  au 
n°  6  :  il  su^it  d'observer,  à  cet  effet,  que  la  podaire 
d'une  conique,  par  rapport  à  un  fojer,  est  )a  ûfcouré- 
rence  décrite  sur  le  grand  axe  comme  diamètre.  U  e&t 
presque  superflu  d'ajouter  que  la  circonférence  est  en- 
veloppée dans  son  mouvement  par  deux  courbes  de 
Delaunay,  égales,  et  que  la  trajectoire  de  son  centre  est 
représentée  par  l'équation  (23). 

20.  Rappelons-nous  que  l'équation 


"7  i/ar- 


représente  une  spirale  simuoïde,  d'indice  «,  ou  une 
ligne  deBibaucour,  d'indice  n,  suivant  que  l'on  attribue 
à  m  l'une  ou  l'autre  des  valeurs 


Cela  étant,  faisons  rouler  une  spirale  sinusoïde  sur 
une  droite.  A  cause  de  la  propriété  fondamentale  des 
spirales  sinusoïdes,  les  coordonnées  du  pôle  satisfont  '» 
l'égalité 

et,  par  suite,  la  seconde  équation  (9)  devient 


(')  MalhtsU,  p.  io3;  i 
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("3) 
Le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  du  pâle  est  doue 
proportionael  au  segment  de  normale  compris  entre  la 
roulette  et  sa  base.  Cette  propriété  carsctérise  les  lignes 
de  Ribaucotu-,  dont  l'indice  v  est  lié  à  n  par  l'égalité 


Conséquemmenl,  si  une  spirale  sinusoïde,  d'indice  », 
roule  sur  une  droite,  son  pôle  décrit  une  ligne  de  Ri- 

haucour,  d'indice (').  Ce  théorème  parait  dû  à 

M.  0.  Bonnet.  Pour  en  faire  quelques  applications,  rap- 
pelons quelles  sont  les  principales  lignes  appartenant 
aux  deux  classes  dont  il  s'agît  ici  : 

1.  Spirales  siaosoldes.  Lignes  de  Ribaucour. 

5c  point  point 

—  I  droite  droite 
1  cercle                                           cercle 

0  spirale  logarithmique  cycloïde 

—  1      hyperbole  équilatère  parabole 

1  lemniscate  

—  î  parabole  

',  cardîoïde  

—  3  chaînette 

—  J  { parallèle  à  une  hjpocjcloïde ) 

]  (parallèle  à  une  épicyclolde)  

Cela  posé,  si  Von  fait  successivement  n  =  i ,  o,  —5,3, 
oa  retrouve  les  théorèmes  connus  :  i**  si  une  circonfé- 
rence roule  sur  une  droite,  chacun  de  ses  points  décrit 
une  cydoïde  ;  a"  si  une  spirale  logarithoiique  roule  sur 
une  droite,  son  p6le  parcourt  une  droite^  3°  si  une  pa- 
rabole roule  sur  une  droite,  son  foyer  décrit  une  cliai- 


{')  Étude  tur  let  élatioïdti,  par  M.  Ribaucour  (p.  iSfl). 
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(  .»4) 
licite;  4°  si  une  cardioïde  roule  sur  une  droite,  son 
point  de  rcbroussemeiit  se  meut  parallèlement  à  une 
liypocycloïde. 

21.  CUerchons  la  courbe  sur  laquelle  il  faut  faire 
rouler  une  spirale  sinusoïde  pour  que  son  pâle  décrive 
une  droite.  Il  faut  satisfaire  à  (S),  et,  en  même  temps, 
r^uation(a4)  doit  être  vériSée.  La  comparaison  donne 

R  =  (n  +  i)pi,         d'où         pi=- — — ?e- 
Donc,  si 


'  ""j\/(r 


est  l'équation  de  la  ligne  donnée,  celle  de  la  ligue  in- 
connue sera 


Or  cette  équation  représente  une  ligne  de  Ribaucour, 
dont  l'indice  v  est  lié  par  l'égalité 


Conséquemment,  la  ligne  sur  laquelle  il  faut  faire 
rouler  une  spirale  sinusoïde,  d'indice  ri,  pour  que  son 
pôle  décrive  une  droite,  est  une  ligne  de  Ribaucoui; 
d'indice -in —  i.  Ajoutons  que  les  deux  courbes  doivent 
opposer  leurs  convexités  lorsque  n  est  compris  cnti-eo 
et  — I.  Ou  démontrerait,  tout  aussi  facilement,  que. 
SI  Von  renverse  la  courbe  fixe,  le  pôle  décrit  une  ligne 
de  Ribaucour,  d'indice  ■_ ^■ 


,,  Google 


(    225    ) 

ââ.  La   première  propositioD   est  une   conséquence 

évidente  du  théorème  de   M.    Habïvh,  démontré    au 

n°  6.  Il  sufGl  de  remarquer  qu'une  spirale  d'indice  n 

admet  pour  podaire,  par  rapport  au  pôle,  une  spirale 

d'indice D'après  cela,  le  théorème  du  n"  7  nous 

dît  immédiatement  que,  si  une  spirale  d'indice  n  roule 

iur  une  spirale  égale,  opposée,  son  pôle  décrit  une 

spirale  d' indice — —  ■  Cette  remarque  a  été  déjà  faîte 

par  M.   Bassani  (■).  On  démontre  aussi  que,   si  une 

ligne  de  Ribaucour,  d'indice  «,  roule  sur  une  ligne 

fgale,  sa  directrice  enveloppe  une  ligne  de  Ribaucour, 

d'indice 

n  +  3 

23.  Si  une  ligne  de  Ribaucour  roule  sur  une  droite, 
sa  directrice,  qui  intercepte  sur  la  normale  un  segment 
— ; —  p'i ,  touche  son  enveloppe  au  pied  de  la  perpendî- 
cnlairc  qu'on  lui  abaisse  de  M.  Les  coordonnées  de 
ci!tte  projection  satisfont  donc  à  la  relation 


<jui,  substituée  dans  la  seconde  équation  (i8),  donne 
/n-3 

Conséquemment,  l'enveloppe  est   une   autre  ligne  de 
Ribaucour,  dont  l'indice  v  est  Hé  à  n  par  l'égaliié 


(■)  Journal  de  Batiaglini;  i8S6. 

Àna.  de  MatMmat.,  3-  sérié,  t.  Vil.  (Mai   i 
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(  ,.0  ) 
Ainsi,    lorsqu'une  ligne  de  liibaucour,  d'indice  n, 
roule  sur  une  droite,  sa  directrice  enveloppe  une  ligne 

fie  Ribaucour,  d'indice ï(')-   Pt  exemple,   pour 

n^i,  o,  —  2,  —  3,  on  trouve  que  :  i"  lorsqu'une  cii^ 
conférence  roule  sur  une  droite,  cliacun  de  ses  dia- 
mètres enveloppe  une  cycloïde;  i"  lorsqu'une  cjcloïde 
route  sur  une  droite,  l'enveloppe  de  sa  base  est  parallèle 
à  une  hjpocycloïde;  3°  lorequ'une  parabole  roule  sur 
une  droite,  sa  directrice  enveloppe  une  chaînette; 
4°  lorsqu'une  cbainette  roule  sur  une  droite,  sa  direc- 
trice passe  par  un  point  fixe. 

24.  Pour  généraliser  la  dernière  propriété,  cherchons 
la  courbe  sur  laquelle  il  faut  faire  rouler  une  ligne  de 
Ribaucour,  pour  que  sa  directrice  contienne  un  point 
fixe.  Les  coordonnées  de  la  projection  de  M  sur  la  direc- 
trice doivent  satisfaire  à  (25),  et,  eu  même  temps,  i 
l'équation  du  cercle  des  rchroussements.  Il  résulte  de  la 
comparaison 


""j\/(^f 

I!  la  ligne  donnée,  ccl 


est  l'équation  de  la  ligne  donnée,  celle  de  la  ligne  i 
connue  sera 


(')  Sur  une  /amille  de  courbes  cycloïdalt!,   par  M.  E.  Puboîs 
(iVouy.  Corr.  math.,  p.  lât)  ;  i8So). 


,,Googlc 


(  ■'■'-,  ) 

Or  celte  «tjuation  représente  une 
l'indiec  v  est  lié  k  n  par  1  égalité 


Ainsi,  la  courbe  sur  taf/uelle  il  faut  faire  rouler  une 
ligne  de  Blbnucour,  d'indice  n,  pour  </«<;  sa  direc- 
trice pivote  autour  d'un  point  fixe,  est  une  spirale 
sinusoïde,  d'indice  -— — ■  ■  Pour  tes  valeuis  de  /(,  eoni- 
prises  entre  —  i  et  —  3,  les  deux  courbes  doivent  op- 
poser leurs  convexités.  On  démontre  en  outre  que,  si 
l'on  renverse  la  coitrhejixe,  la  directrice  de  la  courbe 
mobile  enveloppe  une  ligne  de  liibaucour,    d'indice 


2a.  On  pouvait  s'atteudre  à  l'avant-deriiier  tliéi)- 
rènte;  ear,  si  les  courbes  génératrices  échangent  leurs 
mlcs,  les  cercles  des  inflexions  et  des  rebroussements 
eu  fout  autant.  Dès  lors,  le  centre  H,  qui,  dans  le  rou- 
lement de  (M()  sur  (Mo),  est  le  point  de  concours  des 
tangentes  aux  points  d'inflexion,  est  également,  dans  le 
roulement  de  (Mo)  sur  (M,),  le  point  de  concours  des 
tangentes  aux  points  de  rebroussement.  Or,  si  le  point  V 
décrit  une  droite  D,  lorsque  (M,  )  roule  sur  (Mo),  il  est 
nécessaire  que  D  passe  par  H,  et,  par  suite,  dans  le  rou- 
lement de  (Mg)  sur  (M,),  la  droile  U,  passant  pur  H, 
devra  pivoter  autour  du  point  P.  Par  exemple,  si  une 
courbe  de  Delauuay  roule  sur  uu  cercle  convenablement 
choisi,  sa  base  enveloppe  uu  point. 

26.  De  mâme,  les  théorèmes  des  ii'"  21  et  2i  nous 
disent  que;  i"lorsqu' une  droite  roule  sur  une  chaînette, 
un  point  de  son  plan  décrit  une  droite^  dans  le  roule- 
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(  -'SS  ) 
raenl  inverse,  la  directrice  de  la  chainetle  passe  par  un 
poiittfixe;  n"  si  une  cardJoïde  roule  sur  une  cycloïde, 
convenable  ment  clioisie,  son  point  de  rebroussement 
parcourt  la  base  de  la  cycloïde  ;  dans  le  roulement  in- 
verse, la  base  de  la  cycloïde  enveloppe  un  point;  3°  la 
courbe  sur  laquelle  il  faut  faire  rouler  la  seconde  po- 
daire  d'un  cercle,  par  rapport  à  l'un  de  ses  points,  pour 
que  ce  point  décrive  une  droite,  est  parallèle  à  une  liy- 
pocycloïde;  inversement,  etc.;  4°  si  deux  paraboles 
égales,  qui  se  touchent  aux  sommets  en  opposant  leurs 
convexités,  roulent  l'une  sur  l'autre,  le  foyer  de  chaque 
parabole  restera  constamment  sur  la  directrice  de 
l'autre.  Ce  dernier  théorème  se  déduit  aussi  de  la  re- 
marque faite  au  n"  7,  et  l'on  peut  même  affirmer  plus 
généralement  que,  dans  le  roulement  d'une  conique  sur 
une  conique  égale,  les  foyers  de  la  conique  roulante 
décrivent  des  circonférences. 

Plus  généralement  encore,  F  et  F"  étant  les  foyers 
d'une  conique  roulant  sur  (Mo),  soil  F  le  symétrique 
<le  F''parrapportàla  tangente  commune  j/^r.  Il  est  clair 
que  F  est  le  foyer  d*une  conique  égale  à  la  première, 
rouJant  avec  celle-ci  sur  (Mo).  En  d'autres  termes,  les 
deux  coniques  roulent  l'une  sur  l'autre,  de  manière  que 
le  point  de  contact  se  déplace  sur  (Mo).  L'angle  F'M.X 
est  égal  à  chacun  des  angles  FM:r,  PMj:',  qui  sont  donc 
égaux  entre  eux.  Donc  M  est  sur  FF'.  D«  plus, 

FM  +  MF'^  MF'-i- MF'=  9(1. 

En  conséquence,  les  trajectoires  (F)  et  (F')  sont  paral- 
lèles et  leur  distance  csl  égale  au  grand  axe  des  co- 
niques. En  particulier,  si  l'on  lixc  une  des  coniques, 
(F*)  se  réduit  à  un  point,  et  (F)  est  une  circonférence 
de  ravon  nn. 
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37.  La  (lémonstraiion  gcom^lrique  des  théorèmes 
préciîdents  ne  présente  aucune  diflîculté.  Soient  C| 
et  Clés  centres  de  courbure  de  la  spirale,  roulaut  sur 
une  droite,  et  de  la  trajectoire  du  pôle  P.  Eu  vertu  de  la 
construction  de  Savary,  la  droite  PC|  passe  par  le  point 
de  rencontre  Q  des  perpendiculaires  à  la  base  et  à  MP, 
menées  respectivement  par  C  et  M.  Soit  N  la  projection 
de  C(  sur  MP.  On  a,  par  ta  déGuition  des  spirales  si- 
nusoïdes, d'indice  n, 

l'N        PC,       Î'H 


PC  ~  n  -H  I  ~     ■/  ~  n  +  I 

ce  qui  suflit  pour  déGnir  une  ligne  de  Ribaucour,  d'in- 
dice y.  De  mâme,  si  une  ligne  de  Ribaucour  roule  sur 
une  droite,  le  centre  de  courbure  de  l'enveloppe  de  la 
directrice  s'obtient  en  projetant  le  point  Ç,^,  symétrique 
de  C|,  par  rapport  à  M,  sur  la  perpendiculaire  à  la  di- 
rectrice, passant  par  M,  Soient  P  la  projection  de  M  sur 
la  directrice,  et  Q  le  point  où  celle-ci  rencontre  la  nor- 
male. On  a,  par  déiinition,  , 

n-i-i  _  QM  _  l'M 


Od  démontrerait  de  mËmc  les  autres  théorèmes. 

II  faudra  observer  que,  si  (M,)  entraîne  un  point  dé- 
crivant une  droite  D,  ou  une  droite  IX  pivotant  autour 
d'un  point,  D  et  ly  contiennent  respectivement  H  et  le 
symétrique  do  ce  point  par  rapport  à  M. 
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^8.  Tous  ces  tliéorèmes  nous  indicjueiildes  modcsde 
giiiiération  pour  quelques  courbes,  dont  nous  ne  con- 
naissons, jusqu'à  présent,  que  l'équation  intrinsèque. 
Âiiisi,  dans  un  précédent  article,  nous  avons  rencontré 
les  lignes  de  Ribaucour,  aux  indices  3  et  —  5,  respectî- 
vecnenl  représentées  par  les  équations 

■  \/i/(IF.    "Vv/(i)^' 

qui  ont  une  si  grande  analogie  avec  les  équations  delà 
K^inniscate  et  de  l'IiyperLole  équilatère 

\/v/(I)^'    "Vv/(ïj^' 

Maintenant  nous  pouvons  dire,  grâce  aux  théorèmes 
qui  précèdent,  que  la  première  courbe  est  le  lieu  du 
centre  d'une  hyperbole  équilatère  roulant  sur  une 
droite.  Elle  est  aussi  la  courbe  sur  laquelle  doit  rouler 
une  lemniscale,  pour  que  son  point  double  reste  sur 
une  droite.  C'est  encore  l'enveloppe  de  la  directrice 
d'une  chaînette,  roulant  à  l'extérieur  d'une  chainettc 
égale.  De  môme,  la  seconde  équation  représente  la 
courbe  sur  laquelle  on  doit  faire  rouler  une  hyperbole 
équilatère,  pour  que  son  centre  décrive  une  droite.  In- 
versement, lorsque  les  deux  courbes  considérées  roulent 
respetti ventent  sur  une  lemniscale  et  une  hyperbole 
équilatère,  convenablement  choisies,  leurs  directrices 
pivotent  autour  de  deux  points  fixes. 
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MLlirrON  DK  LA  QUESTION  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 
PROPOSÉE  Ali  CONCOURS  GÉliiÉRAL  DE  1888. 

Soient  C  la  courbe  li^u  géométrique  des  sommets  des 
angles  de  grandeur  constante  circonscrits  à  une  ellipse 
donnée  E  ei  D  une  droite  également  donnée: 

1°  Démontrer  qu'il  y  a  trois  coniques  tangentes  à  la 
droite  D  et  louchant  en  quatre  points  la  courbe  C, 
Déterminer  ta  nature  de  ces  trois  coniques. 

3"  Soient  a,,  a^,  «j,  a,  les  points  où  la  droite  D  ren- 
contre la  courbe  C;par  deux  de  ces  points  a. f,  «j,  par 
exemple,  on  fait  passer  une  série  de  cercles  coupant 
la  courbe  C  en  deux  nouveaux  points  variables  m,  m' 
et  l'on  demande  de  trouver  la  courbe  enveloppe  des 
droites  mm'. 

3"  On  suppose  la  droite  D  tangente  à  l'ellipse  E  et, 
par  les  points  K|,  aj,  «g,  ce,,  oii  cette  tangente  rencontre 
la  courbe  C,  on  mène  à  l'ellipse  des  tangentes  autres 
que  la  tangente  D  ;  trouver  le  lieu  décrit  par  les  som- 
mets du  quadrilatère  J'ormé  par  ces  quatre  tangentes, 
quand  la  droite  D  roule  sur  l'ellipse  E. 

On  trouve  sans  difEculié,  pour  l'équation  de  la 
courbe  C, 

(C)     (a,+:,._„._«.,.„*.(g+^;_,), 

oùA:'=  ~—j—t  aelb  étant  les  axes  de  l'ellipse  E,  et  w 
l'angle  donné. 

On  sait  qu'une  courbe  ayant  pour  équation 


où  A  et  U  sont  des  polynômes  entiers  en  x  et  y,  peut 
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ùlrc  considérée  comme  l'enveloppe  des  courbes  a^aot 
pour  é<|uation 

X»-2BX+A=o, 

où  X  est  un  paramèlre  variable.  La  courbe  C  peut  donc 
être  considérée  comme  l'enveloppe  des  coniques 

(V)    ^«-^^(ar'-l-yi-a»— i')-i-A'^^-+--|^-iWo, 

ce  qui  conduit,  on  introduisant  un  paramètre  arbitraire, 
à  écrire  ainsi  son  équation  : 
j  («'+^— a»— i*— X)» 

Sons  cette  forme,  on  voit  que  les  coniques  (V)  sont  tan- 
gentes à  la  courbe  C  en  leurs  t/uatre  points  de  ren- 
contre avec  le  cercle  variable 

Xi+yi—ai—b*—l  =  0 

concentrique  à  l'ellipse  E. 
i'  Soit 

urc-l-i>^  =  I 

l'équation  de  la  droite  D.  Formons  l'équation  du  fais- 
ceau des  droites  qui  vont  de  l'origine  aux  points  de  ren- 
contre de  la  droite  D  avec  l'une  des  coniques  (V)  : 

/  [Xï-i-a/{a«-(-*»)  — A-iJCua-M-i-^)» 
'■>  \       _.X(.M-^,  +  A-.(g^|,-)^., 

cl  écrivons  que  ce  faisceau  est  composé  d'un  rayon 
double  : 

I  [li+2i(a»-i-6')  — A»] 

I  ;<Kë--)-(S--)]-(5--)(S--)-- 

L'équation  précédente  détermine  les  valeurs  de  X  pour 
lesquelles  la  conique  (V)  correspondante  est  langeute  à 
ta  droite  D;  or  cette  équation  est  du  troisième  degré: 
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elle  fail  donc  connailre  trois  conitjues  tangentes  à  cette 
droite  et  touchaut  cri  quatre  points  la  courbe  C. 

La  nature  d'une  conique  (V)  dépendant  du  signe  de 
l'expression 

(S--)(i:--). 

on  est  conduit  à  substituer  à  À,  dans  l'équation  (a),  les 
valeurs 

_  ^'       k* 

*■  "'  ao»'    afi»'     ■^'"' 

(]ui  fournissent  les  résultats  suivants  : 

Si  la  droite  D  coupe  l'ellipse  E  en  deux  points  réels, 
l'expression  i  —  a^u^ — è"v"  est  négative;  réquation(2) 
a  trois  racines  réelles  et  distinctes  et  les  trois  coniques 
soDtdeux  ellipses  et  une  hyperbole.  Les  deux  ellipses 
seront  réelles  si  les  valeurs  de  \  correspondantes  ren- 
dcnt.négative  l'expression 

el  c'est  ce  qui  résulte  de  ce  qu'elles  sont  racines  de  l'é- 
t|uation  (a)  et  rendent  positives  les  deux  expressions 

«■(S--)-(S-")  "  (S--)(S"-)- 

Si  la  droite  D  est  tangente  à  l'ellipse  E,  l'expression 
1  —  a*u'  —  b'w'  est  nulle;  l'équation  (2)  a  une  racine 
nulle  et  ses  deux  autres  racines  sont  celles  de  l'équation 


a(ii'-i-f') 
Cette  équation  ayant  une  racine  négative,  ou  eu  con- 
clut que  c'est  la  racine  positive  de  l'équation  (2),  infé- 
rieure à  — ^>  qui  est  devenue  nulle. 
La  droite  D  devenant  extérieure  à  l'ellipse  E,  l'exprcs- 
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sion  I  —  a'u^—  h^v^  devient  posùiveet  la  racine  nulle 
de  l'étjuaiion  (a)  devient  négative.  Les  trois  coniques 
sont  toujours  deux  ellipses  réelles  et  une  hyperbole. 

Enfin,  si  les  deux  racines  négatives  se  rejoignent,  puîi 
deviennent  imaginaires,  les  ellipses  correspondantes  se 
confondent,  puis  deviennent  imaginaires.  La  troisième 
conique  est  toujours  une  hyperbole. 

2°  Le  premier  membre  de  l'équation  (i),  lorsqu'on  ) 
remplace^  par  une  racine  V  de  l'équation  (2),  devient  le 
carré  parfait  d'une  certaine  fonction  linéaire  v!x  ■+-  t^j, 
de  sorte  qu'où  a  identiquement 

Remplaçons,  dans  l'équation  (c),  le  paramètre  arbi- 
traire 'k  par  ).',  puis,  dans  le  second  membre,  substi- 
tuons à — 2l.'(x'+^'}-f-t'f^  +  ■— j  sa  valeur  tirée 
de  celte  identité,  l'équation  de  la  courbe  C  deviendra 

Les  points  de  rencontre  de  la  droite  D  et  de  la 
courbe  C  sont  donc  les  points  de  rencontre  de  la  droiie  D 
et  de  la  courbe 

qui  se  compose  de  deux  cercles 

(4)  x^-\-y*  —  a»—  *i—  X'  —  (it'a:  +  i^^j')  =  o, 

(5)  x^+yi~d*-b^—V-\-(ux  +  v'y)  =  o. 

Un  cercle  quelconque  passant  par  les  points  de  ren- 
contre a,  et  «a  de  la  droite  D  et  du  premier  cercle  a 
pour  équation 

a^î-l-_yi  —  oi_  ii_  X' —  (u'x-t- y»  —  j*(w j:  4- i'_j'  — 1)  =  o, 
[i  désignant  un  paramètre  arbitraire. 

Les  ][>oints  de  rencontre  de  ce  cercle  cl  de  la  gouH)c(C) 
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sont  les  points  de  rencontre  de  ce  cercle  et  de  la  courbe 

=  («'l+(.»»-[X'l+3l'(«»+6«)-*>][(«3.H-C^)«-l], 

uu,  en  développant, 

[*>(u^  -i-v^  —  ,)i-t-2  ii(ux  +  VJ'-  i)(«'x  +  v'y) 

+  (  X'i+  Xïa"+  i>)  -  A-i]  [(ur  +  ..j-)'-  i]  =  o, 

qui  se  compose  des  deux  droites 

«ai  +  fr  — i  =  o. 

li*(ui-\-vy-i)+%li(u'3^-*-c'y) 

La  première  est  la  droite  D;  la  seconde  est  donc  la 
droite  mm',  dont  on  a  immédiatement  l'enveloppe 

(u'T-^c»'-[V'+aX'(a«+ 6')- *'][{«:!: +  i.^)'-i]  =  o, 

o«,  eu  égai-d  à  l'identité  (3), 

{Vy     X'>-^aX'(:r'  +  r»  +  «*-ft')  +  *'(5  +  ^-«)=o. 

Cette  enveloppe  est  donc  celle  des  trois  coniques  (V) 
tangentes  à  la  courbe  C  et  à  la  droite  D  qui  correspond 
à  la  racine  X' choisie.  Si,  aux  cercles  (4)  qui  passent 
par  et,  et  a^,  on  substitue  les  cercles  (5)  qui  passent  par 
3)  et  a,,  l'enveloppe  des  nouvelles  droites  mm'  est  la 
même  conique  (V)', 

Les  quatre  points  de  rencontre  «i,  aj,  aj,  a*  de  la 
droite  D  et  de  la  courbe  C  sont  susceptibles  de  trois 
groupements  deux  à  deux,  et  ces  trois  groupements  cor- 
rirspondent  aux  trois  racines  de  l'équation  (a). 

3°  Supposons  la  droite  D  tangente  à  l'ellipse  E.  Les 
points  2),  a,,  a,,  a.^  s'obtiendront  en  menant  à  l'ellipse 
deux  tangentes  parallèles  inclinées  dans  un  sens  de 
l'angle  ii>  sur  la  droite  D,  et  deux  autres  tangentes  pa- 
rallèles inclinées  du  même  angle  en  sens  contraire.  Le 
quadrilatère  formé  par  ces  quatre  tangentes  sera  un  pa- 
rallélogramme, et,  de  deux  de  ses  sommets,  on  verra  l'cl- 
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lipse  sous  un  anglv  aiu,  des  deux  autre»,  sous  l'angle 
supplémcDlaire.  L'équatioit  du  lieu  clicrclié  est  doue 

oùk'^=  J"\^'  ■  Ch.  B. 


SOLUTION  W  LA  QUBSTION  PROPOSÉE 
AU  CONCOURS  D'AfiRÉfiATIÛN  EN  18S7; 

Pab  m.  Hbnbi  FERVAL, 
Élive  ù  l'École  Normale  gupérienre. 


I  "  Démontrer  que  le  lieu  des  points/tels  que  les  tan- 
gentes menées  de  chacun  d'eux  à  une  conique  S  soient 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  tangentes 
menées  à  une  autre  conique  SI,  est  une  troisième  co- 
nique 2  gui  passe  par  les  points  de  contact  a,  b,  c,d^  a\  V, 
d',  d' des  tangentes  communes  aux  deux  coniques  S  et  S'. 

a"  La  conique  S  étant  une  ellipse  donnée,  etlaconique 
S  un  cercle  donné,  trouver  l'équation  de  la  conique  S- 

3°  Démontrer  qu'il  existe  quatre  circonférences  de 
cercles  réelles  passant  chacune  par  deux  foyers  de  la 
conique  S  et  deux  fojers  de  la  conique  S'. 

4"  Soient  aet  tJ  les  points  de  contact  de  S  et  S' avec 
IfUne  de  leurs  tangentes  communes.  Démontrer  que  si 
a'  est  la  projection  du  centre  de  la  conique  S  sur  la 
tangente  commune,  les  normales  à  S  aux  points  l/, 
</,  d' se  coupent  en  un  point  M  qui  reste  fixe,  quand  S 
varie  de  façon  à  passer  constamment  en  a  et  a'. 

1  "  Pour  axes  de  coordonnées,  nous  prendrons  les  axes 
de  S;  les  équations  de  S  et  S' seront 
(S)  a^ii'-i-b'f'—,  =  o, 

(S')  AMï+aBH(:-i-0«+2DM4-*Ey  +  F  =  o. 
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Soit  un  poitii 

les  points  à  l'inGai,  simés  sur  les  tangentes  menées  du 
re  point  aux  deux  coniques,  satisfont  aux  relations 

(A-i- iDa;  + Far')u'-1- a(B -H  D^-+- Ea^-M- F3-j)ui' 

En  écrivant  que  ces  points  forment  une  division  har- 
monique, on  trouve,  pour  l'équation  du  lieu, 

-  2Ï7[B  -H  D_y  -(-  Ej:  -H  F3-_f  ] 

=  (6i_^i)(A-(-aDjr-+-Fïï)-i-(a*— 3;*)(G-HaE/-+^F/'}, 
ou,  en  réduisant, 
ç  (  (F6*  — C)r>-i-iBT7-t-(Fa«  — A)^' 

Montrons  que  ta  conique  S  passe  aux  liuit  points  de 
contact  des  tangentes  communes  à  S  et  S'. 
Les  cooi-données  de  la  tangente  à  S  au  point  {x,  y) 


exprimons  qu'elles  vérifient  (S'),  et  nous  obtenons  la 
condition 

Aj-'       iRry       Cy*       iJix       iV.y 
a*    "^    n'A'    "^    /.'  "^    «•     "*"    6»     +t:-o- 

Remplaçons,  dans  celte  relation,  ^  par  i  —  ^'  AiP^ 
I î  '  F  par  F  (  -^  -t-  ■{■j  I  )  et  nous  retrouvons  l'équa- 
tion de  S  ;  la  conique  S  passe  donc  au  point  {x,y). 

Elle  passe  de  miïme  aux  sept  autres  points  de  contact 
des  tangentes  communes  à  S  et  S'. 

De  cette  propriété,  il  résulte  que  le  triangle  aulopo- 
laire  de  S  et  S'  est  conjugué  par  rapport  à  S. 
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a"  Idtnlîlîoiis  S  avec  le  cercle 

j-'  +  ^i-H  a(H3-+  >.ny  -^ p  =  o, 
VI  nous  obtenons  les  relations 
j,  F*>— C       Fa'— A       Dft"       En'       AA'+Cra' 


d'où  nous  tirons 

et  l'équation  de  S*  est  alors 

a*(p  -f-  c')m'+  fc'(/>  —  c')f' 

+  ama'u-H  îrti'c  -i- />  +  a*  +  ft*  =  o. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  la  première  Partie,  cette 
conique  admet  pour  triangle  conjugué  le  triangle  auto- 
polaire de  S  et  du  cercle  donné. 

3°  Los  quatre  cercles  que  itous  devons  trouver  ont 
pour  centres  les  quatre  points  d'intersection  dos  axes  de  S 
avec  ceux  de  S'. 

Soit  un  cercle  contenant  les  deux  foyers  imaginaires 
de  S, 
(C)  3^*-)-^*  — a>a:  +  c>  =  o. 

Pour  qu'un  point  {j:,_y)  soit  un  fojcrdc  S',  il  faut  que 
les  points  à  l'inCni  situés  sur  les  tangentes  menées  dere 
point  à  S'  soient  confondus  avec  les  ombilics,  c'esi- 
à-dirc  que  l'on  ait 

I  F^jr-\-Ex  +  Dy^z  o, 

\  A  +  aDar-4-Fi>=  G  +  aE^  +  Fj» 
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Trans|>ortous  les  axrs  parallèlumoiil  r  eux-mêmes  au 
cisiiLrc  de  S^;  le  cercle  a  pour  nouvelle  équation 

'    '         j  R  D«       E»         .        ,  D 

et  les  hyperboles  focales  (i)  deviennent 

'  **  \  nu 


La  combinaison  par  liomogénéîté  des  deux  crpiatîons  (3} 
nous  donne  l'équation  aux  axes  de  (S'), 


L'axe  de  S',  qui  passe  au  centre  du  cercle  considéré, 
a  pour  coellicicnt  angulaire 


Taxe  |)crpendiculaîre  sera 


Écrivons  qne  cet  axe  coupe  le  cercle  (C)  et  la  seconde 
liyperbole  (3)  aux  mêmes  points  :  nous  trouvons  [a  con- 
dition 

D«       E»        .        /,       D\D 


D       /,       D\       F»       F 

17i  +  ^+  1 
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OU 

'    -(p;-?;-)(^-p)-¥^=»- 

Celte  condition  est  vérîtiée,  puisqu'elle  exprime  cjne  la 
E 

droite  -  =  g est  une  direction  d'axes  de  l'ellipse  S'. 

p-t-> 

Aux  deux  valeurs  de  "k,  tirées  de  l'équation  (4)i  cor- 
respondent donc  deux  cercles  passant  aux  foyers  imagi- 
naires de  S  Cl  contenant  l'un  les  foyers  réels,  l'autre  les 
foyers  imaginaires  de  S'. 

Les  deux  racines  de  l'équation  (4)  sont  manifestement 
réelles;  mais,  pour  que  les  deux  cercles  correspondants 
soient  réels,  il  faut  que  leurs  rayons  soient  réels,  en 
d'autres  termes,  que  l'on  ait 

1«  — cï>o. 
Substituons  c  et  — c  dans  9(X),  nous  obtenons 

=4(-?)'-S]>°'    . 

Ces  résultats  montrent  qu'il  y  a  toujours  une  racine  de 
l'équation  (4)  comprise  entre  4-  c  et  —  c,  et  une  autre 
extérieureà  -t-c  et — c. 

La  première  racine  donne  un  cercle  imaginaire,  c'est 
celui  qui  renferme  les  quatre  foyers  imaginaires  des 
deux  coniques,  et  l'autre  donne  un  cercle  réel. 

On  verra  de  la  même  façon  qu'il  y  a  un  troisième 
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l'iTcle  passant  aux  tluiix  foyers  ivt'ls  de  S,  ans  (loii\ 
foyers  imaginaii'es  d«  S',  et  ce  citcIl'  ost  réel;  un  r)ua- 
trième  cercle  passant  aux  denx  foyei-s  imaginaires  tle  S, 
aux  deux  foyers  i-éels  de  S',  el  ce  cercle  est  réel. 

\insl,  les  quatre  cercles  dont  il  est  parlé  dans  l'énoticé 
IIP  sont  pas  tons  réels;  il  y  en  a  un  qui  est  imaginaire. 

Remarque.  —  La  propriété  que  nous  venons  do  dé- 
montrer résulte  immédiatement  de  ce  fait  que  7!.  est  nn 
cercle.  Bn  ellet,  puisque  tes  tangentes  menées  de  chaque 
point  cyclique  à  S  et  S'  forment  un  faisceau  harmo- 
nique, les  deus  faisceaux  de  quatre  tangentes  issues  des 
tinux  points  cycliques  sont  liomugrapliiques,  et  les  points 
d'intersection  de  leurs  droites  homologues  appartien- 
nent à  une  conique  passant  aux  points  cycliques,  e'est- 
i-dire  à  un  cercle.  Comme  on  peut  combiner  les  droites 
des  deux  faisceaux  de  ijuatre  manières  diliérentes,  il  y  a 
(juatre  cercles  passant  par  deux  foyers  de  S  et  deux  foyers 
de  S'. 

fjcs  centres  de  ces  quatre  cercles  étant  réels,  trois 
d'entre  eux,  qui  cuntienucni  des  foyers  réels,  sont  né- 
cessairement réels. 

4°  Pour  démontrer  plus  commodément  la  quatrième 
Partie,  au  lieu  de  rapporter  S  à  ses  axes,  nous  prendrons 
la  tangente  a' a  pour  axe  des  x,  la  normale  n  S'  pour  axe 
(les  j,  et  nous  poserons  a' a  =  t/. 

l-a  conique  S,  qui  est  tangente  à  n'jr  au  point  n  et  a 
son  centre  sur  a'y^  est  déiiuie  par  l'équation 
(S)  A  u»—  a  E  duv  -H  aEc  -H  F  =  o, 

et  la  conique  S',  tangente  en  a'  i,  a'x,  a  pour  éipialion 
<S')  A'M»-4-aD'M-t-aE'.'  +  F'=o, 

on,  eu  coordounées  ponctuelles, 
(S')    E'ijrî— aD'I';3-^--(-(r)''— ,\'F)7>-aA'F/j-  =  o. 

Ann.  de  Uathéniat..  3*  série,  l.  VII.  (Mai  iR8H.)  iG 
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Eli  nous  servant  des  équations  taiigcntielles  des  deux 
coitiques  S  et  S',  comme  uons  l'avons  fait  dans  la  pre- 
mière Partie,  nous  trouvons  pour  équation  de  la  co- 
nique 2 

J  {AF'-t-FA')j-»-HaE(D'-4-F'rf)a:^  — aEE'3-> 
^    '(  +aliE'rfx+a(AE'-(-EA'-t-D'Erf)j  =  o. 

On  voit  bien  qu'elle  passe  en  a  et  n*.  Pour  qu'elle  soit 
un  cercle,  il  faut  que  l'on  ait 

j  AF'+FA'  =  — aEE', 

cette  dernière  condition  exprime  que  le  centre  de  S'  se 
trouve  sur  la  normale  en  a  à  la  conique  S.  L'équation 
du  cercle  (S)  devient  alors 


EE' 

Ecrivons  les  équations  {S')  et  (S')  comme  il  suit  ; 

3r(E''3^  — D'E»=  — >-[(D''— A'F')^  — D'E'a;  — aA'E'l, 
/         AE'+EA'-!-D'Erf\ 

et  combinons-les  par  division,  nous  obtiendrons  une 
conique  (H)  passant  en  b',  d-,  d',  et  ne  contenant  plus  le 
point  a', 


(H) 


E''j--D  E>  _  fP''— VF'jj'  — D'E'j  — aA'E' 
x  —  d         "  AE'-i-EA'+D'E<i 


Les  coefficients  de  x^  et  j'  étant  égaux  et  de  sigues 
contraires  dans  cette  équation,  H  est  une  hyperbole 
équilalère.  Les  directions  asymptotiques  sont  déiïiiies 
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[ai-  rét|uatioii 

—  D'E'm>-H(K'»— 0'»-=- A'F')m  +  D'E'=o, 

<]ui  montic  qu'elles  sont  parallcK-a  aux  axes  de  S'. 

Les  normales  en  b',  c*,  d'  concourront  en  un  poinL  M, 
si  cette  hyperbole  écjuîlatèrc  H  passe  an  cenire  de  S'; 
car,  sous  cette  condition,  ell«  peut  toujours  être  identifiée 
avec  une  hyperbole  aux  pieds  des  normales.  Or,  les 
coordonnées  du  centre  de  S^,  d  et  ^.d,  aanulent  les 
deux  termes  du  premier  membre  dn  (H);  il  en  résulte, 
conune  il  vient  d'être  dit,  que  les  normales  en  &',  c',  d' 
se  rencontrent  en  M. 

Pour  avoir  la  position  du  point  M,  nous  couperons  l'hy- 
perbole H  par  la  droite  x^  2</,  qui  est  la  normale  à  S' 
aupointlaf/,  a^,dl,  symétrique  de  «"  par  rapport  à 

son  centre  (d,  ïy  (^)-  ^^^  racines  de  l'étjuation  aux  or- 
données des  points  d'intersection  ayant  pour  produit 


les  coordonuées  du  point   M  sont  ad  et  ^-  On   voit 

qu'elles  ne  dépendent  pas  du  cercle  S,  mais  seulement 
de  la  conique  donnée  S. 

Remarque.  —  JS'ous  avons  vu,  par  la  condition 
D'-i-F-d=o, 

que  le  centre  de  S'  se  projette  sur  na'  au  point  a;  tes 
deux  coniques  S  et  S'  sont  donc,  l'une  par  rapport  a 
l'antrij,  dans  les  mêmes  conditions,  et  le  cercle  I  est, 
pour  S,  un  cercle  de  Joachimstahl,  comme  il  l'est  pourS'. 
t/ete.  —  La  mtme  question  a  été  résolue  d'une  manicre  analogue 
par  MM.  Ixjye  et  Sentou,  par  M.  le  capitaine  E.  Barinien,  et  par 
M.  Panl  Dauvin,  proFcMeur  au  collège  de  Beaurai*. 
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SOLirnOAÎ  IB  LA  «UESTION  PROPASiB  POIR  L'AMISSIN 
k  L'ÉGOLK  POLYTECHNIUDE  KN  iW  (<); 

Par  m.  E.  BARISIEN. 


1°  Soient  a  Kl  b  les  coordonnées  <Iu  point  u  par  rap- 
|M>rt  aux  axes  Ox  el  0,r>  L'équatio»  de  la  droite  AuR 
est  de  la  forme 

(I)  y~b  =  »i{x^a). 

Celle  de  la  droite  perpendiculaire  uC  D  est 

fa)  y-h=-l{:r~a). 

L'équation  générale  des  coniques  tangentes  aux  points 
d'intersection  de  la  droite  AB  avec  le  système  des  deux 
droites  Ox  et  Oj  est  de  la  forme 

[y-b-  m(:r  -  a.)]*-tXry  =  o 

OU,  en  développant, 

yi  ^  mtxt  _  ,(m  -,-  >.  )rv  +  My  ~  inx){ma  —  b  ) 

Exprimons  que  cette  conique  est  une  parabole  :  nous 
aurons  entre  "k  et  m  la  relation 
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L'éqaatioii  de  la  parabole  tangente  eu  B  et  A  aux  axes 
Ox  et  Oy  est  donc  en  fonction  au  seul  paramètre  m, 

(3)     Cf  +  mx)^  +  >(r  -  m^^Xm^  -  *)  +  ima  -  6)'  =  o. 

L'équation  de  l'axe  de  cette  p araLole  P  est  de  la  forme 

et  celle  de  la  tangente  au  sommet  de  la  forme 

de  telle  sorte  que  l'on  peut  écrire  l'équation  de  la  para- 
bole  de  la  façon  suivante 

(i)  (y  -i~  mx  +  it.y  =  ip(_my  —  X  -h'i), 

lesquantités  [x,  p,  v  restant  à  délerminer  par  l'îdtntîG- 
cation  des  équations  (3)  et  (4)-  Cette  identîHcation 
fournit  les  trois  relations 

(1  — mp=  ma  —  b, 

d'où  l'on  déduit  sans  difficulté 

amfma-ft) 
_m(ma~b) 


L'équation  de  l'axe  de  la  parabole  (3)  est  donc 


Quant  n   la  directrice,  comme  elle  est  perpendiculaire 
»  l'axe  el  igu'elle  passe  par  le  ))oint  O,  puisque  les  lan- 
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gcntes  issues  de  ce  [lomt  sont  rectangulaires,  son  équa- 

(G)  ni}'  —  jr  =o. 

Eh  cliangeant  dans  les  équations  (5)  et  (ti)  m  en . 

on  obtiendra  les  équations  de  l'axe  et  de  l.i  directriru  de 
la  seconde  parabole  F.  Ces  équations  sont  par  suite 

pour  l'axe,  et 

(8)  .V-H"'-r=o 

pour  la  directrice. 

1"  Le  lieu  du  point  de  concours  des  droites  (5)  et 
(6),  qui  sera  évidemment  le  même  que  le  lieu  du  pQÏnt 
de  concours  de  (y)  et  (8),  s'obtiendra  en  éliminant  m 
entre  (5)  et  (6),  par  exemple.  La  valeur  de  m  tirée  de 
(6)  et  portée  dans  (5)  conduit  à  l'équation 

C'est  une  courbe  du  quatrième  degré,  fermée,  ayant 
un  point  triple  à  1  origine,  et  pour  tangentes  en  ce  point 
les  bissectrices  de  l'angle  des  axes  et  la  droite 

3°  Pour  avoir  le  lieu  du  point  de  concours  des  axes, 
il  faut  éliminer  /neutre  les  équations  (5)  et  (y). 

Pour  cela,  résolvons  d'abord  ces  équations  par  rap- 
port à  X  et^;  elles  deviennent 
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On  un  déduil  les  relations 

qui  montrent  que  l'on  a 

!■'  +  ^'  =  ax  +  b}', 
ce  qui  ludique  que  le  lieu  demanda  est  le  cercle  décrit 
sur  Ob>  comme  diamètre. 

Il  est  à  reuiai-quer  que  l'énoncé  parle  à  tort  d'un 
second  cercle,  comme  lieu  du  point  de  coucours  des 
axes. 

4"  Déterminons  les  coordonnées  du  foyei"  par  cette 
condition  qu'il  est  le  pôle  de  la  directrice. 

L'équation  de  la  polaire  d'un  poiut(X|,^i)  de  la  pa- 
rabole (3)  est 

x[m(y,-h  mj^i)  —  m(ma  -  b)] 

-i-j[^i-t-'"3-,  +  ma-iI 

+  (ma  —  6K^,  — ma:,) -*■('"« -*)'  =  <). 

IdentiBons  cette  équation  avec  l'équation  (6)  do  la  di- 
rectrice :  nous  avons  alors 

y,^mxi-hma-~b  =  o, 
m[y,-\-mT,—  ma-^b]  _  y,-+- mx,  + ma  —  b 


Ces  deux  relations  peuvent  s'écrire 


/,-i-m:ri=(ni 
d'où  l'on  déduit 
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Telles  sont  k-s  coordonnées  du  foyer  de  la  parabole  P. 
On  ti-ouverait  de  même,  pour  celles  du  foyer  de  la  pa- 
ra I>olv  I", 

o-V-  mb  m(a  ^  mb) 

Par  suite,  ou  a  pour  la  distance  1)  des  deux  foyers 

ce  (jiii  indi<|ue  que  cette  distance  est  constante  et  égale 
àOw. 


«liELQIiES  REHtRQllES  flËOMÉTRIQUeS  A  PROPOS 
DE  L4  OUESTrOK  PRÉCÉDENTE; 


Le  pied  F  {_/if{.  i)  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 
O  sur  Ali  est  le  foyer  de  la  parabole  P.  De  même  F'  est 
le  foyer  de  la  parabole  P".  Celte  construction  des  foyers 
montre  que  les  foyers  F,  F'  des  paraboles  P,  1**,  lorsque 
Alî  tourne  autour  de  m,  appartiennent  à  la  circonfé- 
rence l  décrite  sur  O  w  conuiie  diamètre;  la  distanceW 
de  ces  foyers  est  égale  à  Oti),  c'est-à-dire  constante. 

Prenons  les  milieux  K,  E'  des  segments  AB,  CD  :  la 
droite  OE  est  un  <liatnètre  de  P  et  OE',  un  diamètre  de 
P'.  Les  droites  OE,  OE'  sont  à  angle  droit.  L'axe  de  P 
est  la  parallèle  FG  à  OE  et  l'axe  de  P'  est  la  parallèle 
Vi\  k  OE'.  On  voit  tout  de  suite  que  les  axes  des  pa- 
raboles P,  l*'  sont  à  angle  droit;  le  point  de  rencontre 
(1  de  cesxixes  appartient  à  la  circonférence  l. 

Les  directrices  des  paraboles  passent  par  le  point  0, 
qui   est    le   sommet  d'angles   droits  circonscrits   à    ces 
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courbes.  La  direcirice  de  P  csL  OE'  perpendiculaire  ii 
l'axe  F(»  et  la  directrice  de  P*  est  OE  perpendiculaire  à 
l'aie  F'G.  Les  points  de  rencontre  des  directrices  avec 
It's  ax<:s  sont  alors  les  projections  H,  H'  de  O  surlesaxes 
[■'li,  VG:  donc  :  le  lieu  des  points  de  rencoatre  des  axes 


etdex  directrices  est  là  podaire  de  O  /jor  rapport  à  l'en- 
veloppe des  fixes  de  P  et  de  P'. 

Occupons-nou.i  de  cette  enveloppe.  L'axe  fG  et  la 
droite  FB  sont  également  inclinés  sur  Ox,  de  même  pour 
KG  et  FD. 

La  courbe  enveloppe  des  axes  est  donc  l'enveloppe  de 
droites  partant  des  extrémités  de  cordes  de  I,  issues  de 
it,  et  cjui  fout  avec  Ox  des  angles  respectivement  égaux 
aux  angles  de  ces  cordes  avec  celte  droite. 
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Si  l'on  fait  tourner  uF  d'un  cerlaîa  angle  autour  de 
(u,  la  droite  FG  tourne  d'un  angle  égal.  La  mesure  dece 
dernier  angle  est  la  nioilîé  de  l'arc  parcouru  par  (î 
diminué  de  la  moitié  de  l'arc  parcouru  par  F.  L'angle 
que  décrit  la  corde  uF  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc 
parcouru  par  F.  Eu  égalantces  deux  mesures,  on  voîtque 
l'arc  parcouru  parG  est  double  fie  l'arc  parcouru  par  F. 

Par  suite,  l'enveloppe  des  axes  des  paraboles  est  une 
hypocycloîde  à  trois  rebroussements  circonscrite  à  la 
circonférence  I. 

Lorsque,  en  vertu  du  déplacement  de  l'axe  FG,  les 
points  F  et  G  sont  venus  se  confondre  en  L,  l'arc  GL  est 
égal  à  deux  fois  l'arc  FL  ;  de  même  pour  L',  l'arc  GOL' 
est  égal  h  2FL', 

Relativement  à  l'axe  F'G,  que  l'on  déplace  de  façon 
que  1'''  et  G  viennent  se  confondre,  on  a  L"  tel  que  l'arc 
G''L''est  égal  n  aF^'et  aussi  le  point  L'  tel  que  l'arc 
GwL'est  égal  à  aPL'. 

W  est  donc  facile  de  construire  les  points  L,L',L'qui 
sont,  comme  nous  allons  le  voir,  les  points  de  contact  de 
l'hypocycloïde  avec  X  {'). 

Appelons  M  le  point  où  FG  touclie  son  enveloppe  et 
df^  l'angle  infiniment  petit  dont  tourne  ti)  F  autour  de  m- 
Élevons  en  M  la  perpendiculaire  à  MF;  cette  droite  ren- 
contre cng  etyies  rayons  GI,  FI  de  la  circonférence  1- 

L  arc  parcouru  par  G,  pour  un  déplacement  înGnioient 
petitdeFG,  est  égala  G^fiy  ;  de  même  l'arc  parcou ru paf 
F  est  égal  à  F^df.  Mais  le  premier  de  ces  arcs  est  double 
de  l'autre  :  donc  Gg  ^  ■ïl-y. 

Les  triangles  ^MG,yM  F  étant  semLlables,  ou  a  alors 


(')  On  délermine  aussi  f,, !.'.!/  En  partageant  en  iroisparlieségalM 
1m  arcs  sous-tendu«  par  les  cordes  OR,  OT  perpendiculaÎTCs  *  0^' 
Oy. 
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aussi  MG^  21MF.  Cela  montre  que  l'on  obtient  te  point 
M  oiiFG  touche  son  enveloppe  en  prolongeant  GV  de  sa 
propre  longueur: 

IJ'après  cela,  lorsque  la  corde  PG  devient  la  tangente 
en  Làl  le  point  L  est  le  point  de  contact  de  l'hypo- 
cjrcloïdo avec  1.  Demëtne  pourL'  etL".  La  construction 
Je^L'jL"  montre  facilement  que  ces  points  sont  les 
sommets  d'un  triangle  équîlateral  (<). 

Si  la  droite  telle  que  Alî  menée  par  o)  fait  avec  les 
axes  un  triangle  îsoscèle,  la  perpendiculaire  abaissée  sur 
cette  droite  est  l'axe  de  la  parabole  correspondante.  Cet 
axe,  bissectrice  de  l'angle  xoy,  est  l'une  des  tangente» 
menées  de  l'origine  à  l'hypocycloïde.  L'autre  bissectrice 
de  l'angle  xoy  est  une  autre  tangente  à  cette  courbe,  La 
troisième  tangente  est  la  droite  symétrique,  par  rapport 
aux  axes,  de  la  droite  Ob>. 

La  perpendiculaire  élevée  du  point  O  à  cette  dernière 
droite  est  taugente  en  U  à  la  podaire  de  ce  point  par 
rapport  à  l'hypocycloïde.  Les  deux  autres  tangentes  en  O 
à  cette  courbe  sont  aussi  les  bissectrices  des  angles  des 
axes. 

Puisque  le  lieu  des  points,  tels  que  G,  point  de  ren- 
contre des  axes  FG,  F'G,  est  la  circonférence  I,  on  peut 
dire  :  la  circonférence  I  eu  le  lieu  des  sommets  d 'angles 
droits  circonscrits  à  Vhjpocyclotdeà  trois  rebrousse- 
ments. 

On  peut  ajouter,  en  s'appuyant  sur  la  construction  du 
point  M,  que  les  cordes  de  contact  de  ces  angles  droits 
ont  leurs  points  milieux  sur  la  circonférence  I. 

La  tangente  en  M  à  l'Iiypocycloïde  rencontre  I  de  fa- 


(')  Les  points  L,  L',L'  répondent  i  cette  question  :  déurmintr  un 
point  1.  tel  que  la  corde  a\,  et  la  tangente  en  L  â  I  toUnt  éga- 
lement inelinéea  tur  Ox. 
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çon  que  FM  ^  GF,  et  cdla  consUintneiit  lorsqu'oii  dé- 
place FG}  de  là  résulte  que  le  centre  de  courbure  de 
l'hypocycloïde  à  trois  rebroussements  s'obtient  en  pro- 
longeant gfde  sa  propre  longueur. 

Ou  encore,  puisque  g  M  est  double  de  M^^  :  ce  centre 
de  courbure  s'obtient  en  prolongeant  MJ'de  trois  jois 
sa  longueur. 


SOLDTION  U  LA  QUESTION  PROPOSÉE  EN  PHILOSOPBH 
41  CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1884; 

PAit    M.    Gaston-Hbsbi    NIEWESGLOWSKI, 

EtèvG  de  Philosophie  au  lycée  Louis-le-Graad 

(classe  de  M.  Ligoièrcs). 


Étant  donnés  un  triangle  ABC  {fig-  >)«'  unedroiie 
L  qui  nest  pas  située  dans  le  plan  du  triangle,  on 


l'oint    aux  points  B,   0  un  point  quelconque  l)  de  la 
droite  là,  de  manière  à  former  un  quadrilatère  DliAt! 
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dont  Ui  côtés  ne  sont  pas  nécessairement  dans  un  même 
plan: 

1°  Démontrer  que  le  quadrilatère  i/tiiapour  sommets 
les  milieux  des  côtés  du  quadrilatère  DBAC  est  un  pa- 
rallélogramme ; 

i"  Etudier  Us  variations  de  la  surface  de  ce  parai- 
lélogramme; 

i"  Trouver  la  position  que  le  point  D  doit  occuper 
sw  la  droite  L  pour  que  le  parallélogramme  soit  un 
rectangle  ou  un  losange; 

4°  Examiner  si  le  poj-allélogramme  peut  devenir  un 
carré. 

1°  Soient  M,  N,  P,  Q  les  milieux  des  côt^s;  les 
droites  MN  et  PQ  étant  toutes  deux  parallèles  à  BC  et 
égales  à  la  moilié  de  BC,  le  quadrilatère  MNPQ  est  un 
parallélogramme. 

a"  Si  nous  prenons  MN  pour  base,  en  abaissant  PH 
perpendiculaire  sur  MN,  l'expression  de  la  surface  sera 

S  =  MN  X  PII. 
La  loDgueui-  de  la  droite  PH  variant  seule  avec  la  posi- 
tion du  point  D  sur  L,  les  variatîoùs  de  la  surface  sont 
propo ni onn elles  à  celles  de  PH.  Par  le  point  A  menons 
la  parallèle  Kà  BC,  et  abaissons  DI  perpendiculaire 
sur  R.  Les  deux  triangles  PMH  el  DAI  rectangles  eu  H 
et  en  1,  et  ayant  leurs  angles  aigus  en  M  et  eu  A  égaux 
(côtés  parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens)  sont  seiu- 
Uables  et  donnent 

PH  _  m  _  2 
DI  ~  D7i  ""  a  ' 

ce  (|ui  tiiontre  que  les  variations  de  PH,  et  par  suite  de 
S,  sont  |>roportionnelk>s  aux  variations  de  DI. 

[1  est  facile  de  voir  que  la  surface  S  n'a  pas  de  inaxi- 
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Klle  seia  maximuiu  quand  1)1  sera  periieuillciilaiie  s 
la  fois  sur  L  et  sur  R.  Dans  le  eas  où  la  droite  I.  est  pa- 
rallèle au  plan  du  triangle  ABC,  la  perpeudiculain; 
commune  est  aussi  perpendiculaire  au  plan  du  trianglu 
ABC. 

Dans  le  cas  où  L  est  parallèle  à  lî,  DI  est  cousLanl  ei 
la  surface  est  aussi  constante,  quelle  que  soit  la  position 
du  point  D;  dans  ce  cas,  le  parallélogramme  s'allonge 
indéanimeni. 

Enfin,  lorsque  la  droite  L  se  confond  avec  la  droite  R, 
il  est  facile  de  voir  que  les  quatre  points  M,   N,  P,  Q 


sont  eu  ligne  droite  cl  S  prend  alors  une  valeur  niilli; 

11  en  est  de  m<^me  quand,  la  droite  L  coupant  la  di-oile 
R,  le  point  D  prend  la  position  de  leur  intersection. 

3°  Le  parallélogramme  MNPQ  sera  un  rectangle 
quand  il  aura  un  de  ses  angles  di-oit,  PMN  par  exemple. 
Mais  alors  Pli  se  confondra  avec  PM,  cl  par  suite  DI  se 
confondra  aussi  avec  DA.  La  position  du  point  D  scr-a 
donc  donnée  par  l'intersection  de  la  droite  L  et  du  plan 
mené  par  A  perpendiculairement  à  R. 

Le  parallélograninie  MINPQ  sera  un    losange  quand 
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les  diagonales  l)A,  BC  du  quadrilatère  primitif  seront 
égales.  Pour  avoir  la  position  du  point  D,oiidécriradu 
point  A  comme  centre  avec  AD  =  BC  une  spliére  qui 
coupera  L  en  D  et  I/  ou  en  D,  ou  ne  la  coupera  pas. 
Selon  que  le  rayon  AU  ou  BC  sera  supérieur,  égal  ou 
inférieur  à  la  longueur  de  la  perpendiculaire  AK.  abais- 
sée du  point  A  sur  L,  on  aura  2,  i  ou  o  solutions. 

4°  Pour  que  le  parallélogramme  M^iPQ  soit  un  cairé, 
il  faut  qu'il  soit  à  la  fois  un  losange  et  un  rectangle. 
Le  point  D  devra  donc  être  1 

1°  Sur  la  droite  L  et  sur  le  plan  mené  par  A  perpen- 
diculairement à  L; 

2'  Être  tel  que  I)A  =  BC. 

Sa  position  sera  donc  donnée  par  le  point  de  rencon- 
tre de  la  droite  L  et  du  cercle  décrit  dans  le  plan  mené 
par  A  perpendiculairement  à  I.;  du  point  A  comme 
centre  et  avec  un  rayon  AI)  =  BC.  Selon  que  la  droite 
L  coupera,  touchera  ou  ne  rencontrera  pas  le  cercle 
AD,  il  y  aura  2,  i  ou  o  positions  du  point  D  répondant 
à  la  question. 


CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1887. 


Philosophie. 

1.  On  doDDe  trois  pointa  A,  B,  C  en  ligne  droite,  le  point  0 
SUT  le  prolongement  de  AB.  Par  les  deu^  points  A  el  B  on  fait 
passer  un  cercle  ijuekonque,  auquel  on  mène  du  point  C  deux 
tangentes,  qui  le  touchent  aux  points  M  et  N.  On  demande  le 
lieu  du  milieu  de  la  corde  MN  quand  on  fait  varier  le  rayon  du 
cercle  qui  passe  par  les  points  A  et  B. 

2.  On  donne  une  demi-circonférence  décrite  sur  AB  comme 
diamètre.  Une  perpendiculaire  au  diamètre  AB  rencontre  ce 
diamètre  en  C  et  la  demi-circonférence  en   D;   sur   cette   per- 
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[leDiliculaire,  on  prend,  à  partir  du  |)i)înl  G.  cjans  li;  sens  CI), 
une  longueur  CB  f^^ale  à  AC,  et  on  joint  \ef  points  D  et  K 
au  point  A  et  au  point  D.  On  demande  de  déterininer  la  posi- 
tion du  point  G,  de  façon  que  le  rapport  du  volume  engendré 
parlequadrilatèi-e  ADBE,  en  tournant  autour  de  AB,  à  la  somme 
des  volumes  de  deux,  sphères,  qui  ont  pour  diamètres  l'une  AC, 
l'autre  CB,  soit  égal  à  un  nombre  donné  )..  Discuter. 


1.  Dans  deux  plans  parallèles  P  et  Q,  on  trace  deux  droi- 
tes AB  et  CD  non  parallèles,  et  on  considère  le  tétraèdre  qui 
a  pour  sommets  les  extrémités  de  ces  droites.  Démontrer  que, 
si  les  droites  AB  et  CD  se  déplacent  dans  les  plans  P  et  Q  en 
conservant  une  direction  et  une  longueur  invariables,  le  volume 
du  tétraèdre  demeure  constant. 

i.  Une  pyramide  régulière  a  pour  base  un  carré;  la  somme 
de  l'apothème  de  celte  pyramide  et  du  cAtè  de  sa  base  est 
égale  à  a,  enfin  sa  surface  totale  est  éf^le  à  m'.  Trouver  le 
côté  de  ta  base,  la  hauteur  et  le  volume  de  cette  pyramide. 
Discussion. 

On  appliquera  les  formules  au  cas  où  a  =  5"*  et  m  =  4". 

Troùième. 

1.  Soit  un  quadrilatère  ABCD  rectangle  au  point  B  et  dont 
les  trois  sommets  A,  B,  C  sont  invariables;  le  quatrième  som- 
met D  est  assujetti  à  la  seule  condition  que  l'angle  BDC  soit 
toujours  égal  à  un  angle  donné  de  grandeur  a.  Pour  chacune  des 
positionsque  peut  occuper  le  point  Ddansle  plan  du  quadrilatère, 
on  divise  le  c6té  correspondant  AD  dans  un  rapport  déterminé, 

-  par  exemple,  e  est-à-dire  de  telle  sorte  qu  on  ait  jr.-=r  =  - 1 

et,  sur  AM,  on  construit  un  triangle  équilatéral.  On  propose 
de  trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  à  chacun  des 
triangles  équilatéraux  ainsi  obtenus,  et  de  construire. 

S.  Calculer,  à  un  demi-centimètre  prés,  ie  côté  d'un  carré 
ayant  même  surface  qu'un  octogone  régulier  inscrit  dans  nu 
cercle  de  35'"  de  ravon. 
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SUR  LA  POTENTIELLE  TRIANGULAIRE; 

Par  m.  E.  CESARO. 


Soient  A,,  Al,  As  les  sommets  d'un  triangle,  dans 
l'ordre  où  ils  sout  rencontrés  par  un  mobile,  qui  par- 
court le  périmètre  en  laissant  le  triangle  à  sa  gauche. 
Soient  t».|,[Jii,  fitj  les  coordonnées  barycentn'yues  d'un 
point  P.  Si  Xi,j'i  sont  les  coordonnées  de  A,,  par  rapports 
deux  axes  orthogonaux,  issus  de  P,  on  a  par  délinition 


S 


les  sommes  devant  être  étendues  aux  indices  i ,  2,  3.  Le 
double  de  l'aire  du  triangle  étant 

OQdéduitde(i)ci  (a) 


i) 


t^i  ^  i>-t 


H,,  fX],  (JL,  représentent  donc  les  rapports  des  aires  des 
triangles  PAjAs,  PA3A,,  PA.As,  à  l'aire  de  A,  Aj  Aj. 
Rappelons,  enfin,  que  l'élément  linéaire,  en  coordonnées 
barycen triques,  estdonnépar  la  lormule 

(i)        ds'  =  a>(cotAi  ^[1*  + cotA,  rfn>  + cotAjrfuJ), 

Supposons  que  les  coordonnées  barycentnques  de  P 
dépendent  d'un  paramètre  n.  lorsque  celui-ci  varie,  le 
l>ointconsidérédécrit  une  ligne  (  P).  Si  l'on  prend  comme 

Ann.  de  Mathémal.,  3-  série,  l.  VII  (Juin  1888).  17 
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axes  la  tangente  et  la  normale  à  (P),  en  P,  les  déri<réi» 
des  coordonnées  de  Aj,  par  rapport  à  l'arc  s,  sont 

<6,  .;  =  ^^      y,=-'-'. 

Cela  posé,  remarquons  que  l'on  a 

(7)       ]^H'=i.     2w=2i*;=---=o. 

et difierentioQS  les  égalités  (i)  et(a),  en  tenant  compte 
de  (6).  Il  vient 

(8)  2'^'"^'='' 

(9>  ^Hir/^o; 

pais,  par  une  nouvelle  dérivation, 

(lo)  2^""^'^**' 

(M)  2^î-^'=r 

Posons 

I  f^i     l*'i     1*.  I 

A  =      [1,      fl.\      [1°,     . 

I  f»t    f^i     HÎ  I 
Il  est  évident,  à  cause  de  (7),  que 

Cela  étant,  les  formules  (t)  et  (lo)donnent,  en  ayinl 
égard  à  (8), 

(*»[»i— H>ri  ~  l*al*'i-->iFÎ  ~  1*1  h-î  —  [^ l^î  "      * 
I>e  même,  les  égalités  (3)  et  (g)  donnent,  en  ayani 
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éganl  à  (il). 


t^i  t^i  —  ?■!  IH 


pu 


Les  formules  (la),  (i3),  {i4)  font  coanailre  les  mi- 
neurs de  i  :  elles  uous  disent  que  le  réciproque  de  ce 
déterminaat  est,  en  vertu  de  (3), 

I  A     TiA    ^]pA  I 

A     xji    ^ipi     =  o'pi'. 
1  A     xjl    ^,p4  I 

On  sait,  d'autre  part,  que  le  réciproque  en  question  est 
«gai  k  A'.  Doue 

(15)  a'pi  =  '- 

Nous  avons  là  une  relation  entre  p,  n,  n'  ;  car,  si  l'on  pose 


^.  S 

--  -Ê 

?S 

"•  s 

rf'fX, 

il  est  évident  que 

(i5)  A  =  «'•?(»). 

D'autre  part,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

on  a,  d'après  (5), 

(18)  an'^in)=t; 

puis,  par  substitutions  successives  dans  (i6)  el(i5), 
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En  outrit,  l'intégration  de{i8)  nous  donne 


.ajff{n)dn. 


L'élimination  de  n  entre  (19)  ei  (20)  conduit  à  l'équa- 
tion intrinsèque  de  (P). 

Lorsque  les  coordonnées  barycentriques  de  P  sont 
proportionnelles  aux  n'""*  puissances  des  c6tés  corres- 
pondants, la  ligne  (P)  prend  \e  nom.  As  potentielle  trian- 
gulaire. Cette  courbe  aété  étudiée  par  MM.  Faure,Le- 
moine,  Brocard,  de  Longchamps.  Nous  allons  l'étudier 
à  notre  tour,  en  établissant  par  la  géométrie  intrin- 
sèque quelques  propriétés  connues  et  beaucoup  d'autres 
nouvelles. 

Évidemment,  la  courbe  dont  il  s'agit  n'a  pas  de  points 
hors  du  triangle,  tant  que  n  est  réel.  Elle  contient  ton- 
jours  le  barjxentre  du  tnangle,  le  centre  du  cercle  in- 
scrit, le  point  de  Lemoîne,  les  sommets  opposés  au  pins 
grand  et  au  plus  petit  càté,  etc.  A  ces  points  corres- 
pondent respectivement,  pour  n,  les  valeurs  o,  i,  3,  ce, 
—  co,  etc.  C'est  ce  que  l'on  vériiie  sans  peine  en  obser- 
vant que,  dans  le  cas  actuel, 


(îO 


iH  =  Ji'  -  H 


Ci  étant  la  longueur  du  côté  opposé  à  A,. 
Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

on  a 

(>3)       <''^Jt  =  [(«iogc,-P)>+p>-!<Y]cï 
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Par  suite, 


1       0 

ilogci  — 

p  (. 

logci-l 

^?(") 

=  <c,c,c,)' 

ilogc,- 

p  (« 

loge,  — 1 

logc,— 

p  (» 

logo.-l 

d'où 

M) 

?(" 

.).xif 

letci) 
a) 

-, 

pour* 

'U  que  1 

l'on 

pose 

1     loge, 

log' 

c, 

l  = 

.     loge, 
1     loge, 

log' 
log' 

'c,    • 

'e. 

De  mâme,  si 

i,= 

log' 

Eî 

.,=  lo| 

". 

.,=  l< 

ta  relaiion  (17)  donne 

Cela  étant,  les  formules  (19)  et  (20)  deviennent,  en 
vertu  de  (34)  et  (a6), 

(a?)  P=  jCciCic,)*»^- >  , 

L'élimination  de  n  entre(97)  et  (aS)  donnerait  l'équa- 
tion intrinsèque  de  la  potentielle  triangulaire.  Si 
Ci!>  t^i!>*'n  I»  potentielle  s'étend  depuis  A3  jusqu'à  A,, 
à  l'intérieur  du  triangle,  lorsque  n  varie  de  —  os  à  +  co. 
Pour  voir  comment  se  comporte  la  courbe  aux  environs 
de  ses  extrémités,  il  suffit  de  voir  ce  que  devient  (27) 
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pour  des  valeurs  de  n,  indéfiiùineul  graudes  e»  valeur 
absolue.  On  remarquera  d'abord  que  ocj"  croit  toujours 
à  l'infîni,  asymptoliqueinent  à  (  — j  ou  à  (—\  ,  suivant 
que  n  est  positif  ou  négatif.  La  discussion  de  H,  au 
moyen  de  (a5),  montre  ensuite  que  le  second  membre 
cle(a7)  tend  à  prendre  une  des  formes 


(■*9) 


(E.*-!)' 


^^-(£f-    %S^-fâ)-. 


suivant  que  n  est  positif  ou  négatif,  c'est-à-dire  suivant 
que  le  point  Ptend  vers  A,  ou  vers  A}.  Soient  r et  R  les 
valeurs  de  pences  points.  SîcJ<|c,C3,ona,d'après(a9), 
;■  ^  o,  R  ^  00.  Si  cj  >■  c,  Cj ,  ou  a  /■  =  ao,  R  =  o .  Il  y  a 
(lone  deux  classes  de  triangles,  bieu  distinctes  au  point 
de  vue  de  leurs  potentielles.  Ces  classes  sont  nettement 
séparées  par  les  triangles  dont  les  côtés  sont  en  progres- 
sion géométrique,  et  qu'on  appelle  triangles  moyens.  En 
effet,  pour  c\  =  c,  <^,,  les  expressions  (39)  deviennent 

(3.,  --"'-B-'       "  =  Tïi'^- 

Eti  outre,  dans  le  cas  actuel, 


,  les  formules  (3o)  donnent,  aux  signes  près. 


Ainsi,  dans  tout  triangle  moyen,  les  courbures  de  la 
potentielle,  aux  extrémités  du  côté  moyen,  sont  propor- 
tionnelles aux  cubes  des  cotés  opposés.  On  peut  encore 

hi  élaut  la  bautciir  issue  de  A,-.  Cela  donne  lieu  à  une 
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cODStrucliou  fort  simple.  Od  remarquera  qaela  moyenne 
géométrique  des  diamètres  des  cercles  osculateurs,  aux 
extrémités  de  càté  moyeu,  est  égale  à  la  distance  de  ce 
côté  à  l'orlhoceutre. 

Afin  de  connaître  la  direction  de  la  courbe,  en  chacun 
de  ses  points,  il  convient  de  reprendre  les  formules  (i4), 
qui  deviennent,  eu  vertu  de  (iS)  et  (18), 

Dans  le  cas  de  la  potentielle,  ces  formules  donnent,  aux 
àgnes  prés, 

pourvu  que  l'on  ait  égard  au?i  formules  (31),  (33),  (a6). 
Si  n  croit  indéHniment,  eu  valeur  absolue,  on  a,  en  vertu 
des  considérations  asymptotiques  indiquées  précédem- 
ment, 

suivant  que  n  est  positif  ou  négatif.  Il  en  résulte 


La  potenUelle  touche  donc  les  côtés  extrêmes  du  tri- 
angle aux  extrémités  du  côté  moyen.  Elle  se  dirige  paral- 
lèlement k  ce  côté  lorsque j-,  ==J'8,  c'est-à-dire  d'après 
(3i),  pour 

En  particulier,  pour  les  triangles  moyens,  n^o,  ce 
qui  définit  le  barycentre. 
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On  doit  éti-e  curieux  de  coiinailre  fa  nature  de  la  po- 
tentielle dans  les  triangles  mojens.  Dans  ce  but,  remar- 
quons que  l'on  a  identiquement 

\iilogC|  =  o,        d'où        c\'c\'c\'  =  i. 

Par  suite,  \es  formules  (ai)  donnent 

(îa)  [t».[t^|x5.  =  i. 

Telle  est  l'équatioii  barjcentrîque  de  la  potentielle. 
Elle  devient,  pour  les  triangles  moyens,  (Jij  =  [*,[t,. 
C  est  une  équation  homogène,  du  second  degré,  qui  re- 
présente donc  une  conique.  Bien  entendu,  la  courbe  doit 
être  limitée  à  l'arc  intérieur  au  triangle  ;  mais  nous  ver- 
rons que  l'arc  extérieur  fait  également  partie  du  lieu,  à 
la  condition  d'admettre  pour  a  des  valeursimagînaîres, 
convenabiement  choisies. 

Il  y  aurait  une  intéressante  transformation  à  étudier 
dans  le  plan.  Soît  f,-  la  longueur  du  segment  intercepté 
sur  unedroiteÛ,  à  partir  d'un  point  Q,  par  le  côté  opposé 
à  A,-.  Déterminons  Q  de  manière  que 


La  droite  D  se  mouvant  dans  le  plan,  soit  P  le  point 
où  elle  touche  son  enveloppe.  Par  rapport  à  la  tangente 
et  à  la  normale  à  (P),  en  P,  les  coordonnées  de  Q  sont 
faciles  à  calculer  ;  l'ordonnée  est  nulle,  et  l'abscisse  est 
donnée  par  l'équation 


li  est  vérifiée  par  une  seule  valeur  linie  de  x,  à  savoir 
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Les  quautités  p  représeotent  les  abscisses  à  l'origine 
fies  cotés  du  triangle  fixe.  Conuaissant  les  coordonn«!es 
de  Q,  il  serait  facile  d'érudier,  par  les  méthodes  intrin- 
sèt|iies,  la  correspondance  deslignes  (P)  et.  (Q).  Ici  nous 
nous  bornons  à  faire  observer  que  la  potentielle  triangu- 
laire coïncide  avec  sa  transformée.  £n  efiet,  pour  que, 
sur  D,  Q  coïncide  avec  P,  il  faut  que  l'on  ait 


et  la  dérivation  des  formules  (4)  donne,  en  vertu dt* (6), 

de  sorte  que 

Conséquemment,  l'égalité  (33)  se  change,  par  intégra- 
tion, en  (3a),  pour  une  valeur  convenable  de  la  con- 
stante arbitraire.  Pour  tes  triangles  moyens  la  relation 
(33)  exprime  que  le  segment  intercepté  par  les  côtés 
extrêmes,  sur  toute  Ungente  à  la  potentielle,  est  par- 
tagé harmoniquement  par  le  point  de  contact  et  par  le 
point  de  rencontre  avec  te  côté  moyen.  Cette  propriété 
est  évidente,  si  l'on  réfléchit  que  la  potentielle  étant, 
dans  le  cas  actuel,  une  conique,  le  calé  moyen  est  la  po- 
laire du  côté  opposé. 

La  potentielle  peut  se  prolonger  au  deliors  du  tri- 
angle pour  des  valeurs  imaginaires  de  n.  Changeons  n 
en  7i  -J-  A  ^ —  I ,  et  voyons  ce  qu'il  faut  pour  que  les  coor- 
duQuées  |jt  restent  réelles.  Si  it  et  u>  sont  le  module  et 
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l'argument  de  a,  on  a,  d'après  (ai), 

b>f  étant  l'argument  de  c**^.  Il  en  résulte  que  u^  —  « 
doit  être  un  multiple  de  ic.  Soit  u,- —  t»  =  m,-n,  et,  par 
suite, 

c'est- à-dire 


On  peut  toujours  supposer  que  tous  les  nombres  m 
soient  pairs,  ou  qu'ua  seul  d'entre  eux  soit  impair.  Daas 
le  premier  cas,  on  retombe  sur  les  équations  (3i):dans 
le  second,  on  n'a  qu'à  changer,  dans  ces  équations,  le 
signe  de  ^y,  m^  étant  impair.  Le  point  Q,  représenté  par 
les  équations  (34)t  est  alors  dans  une  relation  simple 
avec  le  point  P,  représenté  par  (21),  Ces  points  sont  sur 
une  droite  issue  de  Av,  et  ils  divisent  harmonique  ment 
le  segment  de  celte  droite,  intercepté,  à  partir  du  sommet, 
par  le  côté  opposé.  Il  nous  reste  à  connaître  la  valeur  de 
V.  Remarquons,  dans  ce  but,  que  U;  ne  diffère  pas  de 
A'IogCj,  et,  par  suite, 

A-E|  =  (0i —  (1),  =  (nii —  ni))ir 

Il  faut  donc,  avant  tout,  que  les  nombres  e  aient  entre 
eux  des  rapports  commensurables.  Si  cela  a  lieu,  on  peut 
trouver  trois  nombres  entiers,  r„  r^,  r,,  premiers  entre 
eux,  tels  que 
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Uii  seul  des  nombres  r  est  pair  :  c'est  i\.  Lorsque  les 
rapports  mutuels  des  nombres  e  sont  comme» surables, 
il  existe  entre  les  côtés  du  triangle  une  relation  de  la 

(35)  c';,ci.  =  c;.+s. 

On  a  donc  v  =  a  lorsque  r,  et  f,  sont  impairs  :  v  ^  i , 
pour  r,  pair  et  r»  impair  :  v  :=  3,  pour  rt  impair  et  r, 
pair.  Ainsi,  l'indice  y  est  connu,  dès  que  la  relation  (35) 
est  donnée. 

Lors  donc  que  la  détermination  des  nombres  r  est  pos- 
sible, la  courbe  admet  des  boucles  (Q),  extérieures  an 
triangle,  qui  se  déduisent  de  la  boucle  intérieure  (  P)  par 
une  transformation  liomologique  harmonique,  dont  le 
pôle  et  l'axe  sont  respectivement  le  sommet  Av  et  le  côté 
opposé.  Evidemment,  pour  y  ^  2,  on  obtient  une  boucle 
analogue  à  (P),  tournée  en  sens  inverse,  et  se  raccordant 
avec  (P)  aux  extrémités  du  côLé  moyen.  Les  deux  boucles 
constituent  ainsi  une  espèce  d'ovale,  qui  devient  une  el- 
lipse pour  r,  =  r,,  La  forme  de  la  courbe  est  bien  diffé- 
rente lorsque  V  est  égal  à  lou  à  3.  Soit  y  ^  ■,  pour  fixer 
les  idées.  La  droite  joignant  les  milieux  de  A,  A,,  A|  Aj 
rencontre  (P)  en  un  point  O,  dont  le  transforméestàl'in- 
litii,surOA|.  Cela  étant,  l'arc  OAj  se  transforme  en  un 
arc  hyperbolique,  qui  s'étend  à  l'infini,  asymptotique- 
ment  à  une  droite  D.  Les  deux  branches  se  touchent 
eu  A],  et  il  y  a  rebrousse  ment  en  ce  point,  sans  que  la 
courbure  y  soit  nécessairement  infinie.  De  même,  l'arc 
OAi  donne  lieu  à  mie  autre  branche  hyperbolique,  se 
raccordant  avec  (P)  en  A|,  de  manière  qu'il  y  a  inllexion 
en  ce  point,  sans  que  la  courbure  y  soit  nécessairement 
nulle.  Cette  seconde  branche  s'étend  aussi  à  l'infini, 
ssjmptoliquement  à  D.  La  construction  de  D  est  fort 
aisée.  Celte  droite  est  la  transforméede  la  tangentes  (P), 
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en  O  :  elle  rencoutre  donc  celte  tangente  sur  l'axe  A^A], 
et,  d'autre  part,  elle  est  parallèle  k  OA , . 

En  résuma,  la  potentielle  triangulaire  affecte  trois 
formes  différentes,  en  relation  avec  l'égalité  (35).  Si  une 
telle  égalité  n'a  pas  lieu,  la  courbe  s'arrête  aux  extré- 
mités du  côié  moyeu.  Si  l'égalité  (35)  a  lieu,  et  que  les 
nombresr, ,/-]  soient  impairs,  la  potentielle  est  une  courbe 
fermée.  EnGii,  lorsqu'au  des  nombres  r, ,  r)  est  pair, 
la  potentielle  est  une  courbe  ouverte,  ayant  deux  bran- 
ches asymptotiques  à  une  même  droite,  et  présentant 
une  inflexion  et  un  rebroussement.  Transcendante  dans 
te  premier  cas,  la  potentielle  est  algébrique,  de  degré 
pair  ou  de  degré  impair,  dans  les  deux  autres  cas. 


QUEU^UBS  ntOPMÉTÉS  DE  L'ELLrPSB  (');  DtVUTION, 
ÉCART  NORMAL; 

Par  m.  Maurice  d'OCAGNE, 
Ingénieur   des    Ponts   el   Chaussées. 


1.  Nous  avons  appelé  déviation  en  un  point  d'uuc 
ellipse  l'angle  que  la  tangente  à  l'ellipse  en  ce  point 
fait  avec  la  tangente  correspondante  au  cercle  prin- 
cipal . 

Cet  angle  est  égal  à  l'angle  que  la  normale  AJN  fait 


(')  Cette  étude  fait  suite  à  celtes  que  nous  arons  publiées  da- 
nièrement  et  dont  voici  les  titres  : 

■  ■  Étude  géométrique  tar  l'ellipse  {Revue  maritime  et  colo- 
niale, p.  167;  octobre  1S86). 

1"  De  la  déviation  dans  l 'ellipse  { Nouv.  Ann.  de  Math.,  3"  série, 
t,  V.  p.  Î7oel534;  i«86). 
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ïvec  le  diamètre  correspondant  OM'  du  cercle  principal 

(fis-  ')■ 

Les  variations  de  cet  angle  donnent  une  indication 
iotéressante  sur  la  nature  de  l'ollîpsc  considérée.  Xous 


avons  fait  voir  de  quelle  façon  simple  elles  pouvaient 
Être  déduites  de  celles  de  Vanomalie  excentrique  {'). 
On  trouvera  plus  loin  un  autre  mode  de  corrélation 
géométrique  entre  ces  deus  angles. 

Auparavant  nous  ferons  observer  que  l'inclinaison  de 
la  normale  sur  le  diamètre  correspondant  qui  s'accuse 
plus  eu  moins,  suivant  que  Pellipse  considérée  est  plus 
ou  moins  dilTérente  du  cercle,  mérite  aussi  d'être  envi- 
sagée spécialement.  Nous  appellerons  cet  angle  de  la 
normale  et  du  diamètre  en  un  point  de  l'elHpse  l'écart 
normal  en  ce  point. 

Nous  développerons  plus  loin  une  méthode  fort 
simple  qui  permet  de  suivre  avec  la  plus  grande  facilité 
les  variations  simultanées  de  la  déviation  et  de  Vécart 
normal  lorsqu'on  fait  varier  graducUemet  Vanomalie 
excentrique. 

Mais  nous  commencerons  par  traiter  le  problème  de 


1')  IVouv.  Ann.  de  Math,, 
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l'écarl  normal  comme  nous  avons  fait  du  problème  de 
la  déviation. 

â.  Si  nous  désignons  par 

(p  l'anomalie  excentrique  AOM'; 

5  la  déviation  OQN; 

e  l'écart  normal  OMN; 

11)  l'angle  polaire  AOM; 

T  l'angle  MTO  de  la  tangente  avec  le  grand  axe; 

V  l'angle  MNT  de  la  normale  avec  le  grand  axe, 

nous  avous,  parla  considération  du  triangle  OMT, 


donc 

tc  =  tang«o-HT)=JH£±I!^. 

M.i!  on  a 

iangu=  -  tangiy, 

Par  suite, 

l8ngT=  —  COtw. 

L'écart  normal  e  atteint  évidemment  son  maxim 
pour  la  valeur  w,  de  sp,  telle  que 
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Le  point  correspondant  de  l'ellipse  se  trouve  {jig-  a) 

sur  la  diagonale  OC  du  rectangle  OAtiC  circonscrit  au 

quart  d'ellipse,  et  comme  la  tangente  en  ce  point  est 

parallèle  à  Alî,  on  voit  que  l'écart  normal  maximum  est 


donné  par  l'angle  que  fait  la  droite  OC  avec  la  direction 
perpendiculaire  à  AB.  Ce  résultat  se  vérifie  bien  aisé- 
ment au  moyen  de  la  formule  (i)  où  l'on  a  faitsinao 
égal  à  I . 

3.  Après  cet  aperçu  rapide  sur  l'étude  directe  des  va- 
riations de  l'écart  normal,  nous  allons  aborder  la  mé- 
thode dont  nous  avons  parlé  en  commençant. 

Nous  commencerons  pour  cela  par  résoudre  le  double 
problème  que  voici  : 

Étant  donnés  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  et  un 
point  quelconque,  trouver  le  lieu  des  points  d'intersec- 
tion des  parallèles  aux  normales  à  l'ellipse  menées 
par  ce  point  ; 

1*  ^vec  les  diamètres  correspondants  de  l'ellipse; 

2"  Avec  les  diamètres  correspondants  du  cercle  prin- 
cipal de  cette  ellipse. 

La  solution  de  ce  problème  est  immédiate, 
l'our  le  point  de  l'ellipse  dont  l'anomalie excentriqne 
esi  ;p,  l'équation  du  diamètre  du  cercle  principal  est 


(ï) 


rlangç; 
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(  aja  ) 
celle  du  diamètre  <le  l'ellipse, 

b 

(3)  y^^  2  "'"^°" 

D'ailleurs  on  a 

wngy  =  coiT  =  T  langip. 

L'équation  de  la  parallèle  à  la  normale  menée  par  le 
point  donné  (a,  ^)  est  donc 

(4)  ^-p=^tang9(a:-a). 

Éliminant  l'angle  y  enti-e  les  équations  (3)  et  (4),  on 
.a  la  solution  de  la  première  partie  du  problème, 

(5)  (a'  —  6>)ay  —  a*ay  -t-  i'pa:  =  o. 

Éliminant  l'angle  ij)  entre  les  équations  (a)  et  (4)i 
on  a  la  solution  de  la  seconde 

Arrétons-nous  quelques   instants  à  ces  deux  équa- 

Elles  représentent  toutes  deux  des  lijperboles  équi- 
latères  ayant  leurs  asymptotes  parallèles  aux  axes  de 
l'ellipse,  passant  toutes  deux  par  le  centre  de  cette 
courbe  (l'origine)  et  par  le  point  (a,  p). 

La  première  de  ces  hyperboles  [éq.  (5)],  par  suite 
même  de  sa  déHnilion,  passe  par  les  pieds  des  quatre 
normales  que  l'on  peut  du  point  (a,  P)  mènera  l'ellipse 
considérée;  la  seconde  [éq.  (6)],  en  venu  d'un  ibéoréme 
qui  sera  démontré  plus  loin  (a"  12),  passe  par  quatre 
des  points  d'intersection  de  ces  normales  et  du  cercle  de 
rayon  n  +  fi  con<M;ntrique  à  l'ellipse. 
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Le  centre  de  la  première  hyperbole  a  pour  coordon- 


Nous  retrouvom  ainsi  un  point  remarquable  que  nous 
avons  déjà  rencontre  dans  une  autre  recherche  (')  : 
c'est  le  centre  de  gravité  des  points  de  rencontre  de  la 
conique  donnée  et  d'un  cercle  de  rayon  quelconque 
ayant  pour  centre  le  point  {a.,  ^). 

Nous  avons  déjà  remarqué,  loco  citaio,  que  ce  point 
est  à  la  rencontre  de  la  droite  qui  joint  les  projections 
orthogonales  du  point  (a,  p)  sur  les  axes  de  l'ellipse, 
anec  te  diamètre  conjugué  de  celui  qui  est,  par  rap- 
port à  la  bissectrice  de  l'angle  des  axes,  symétrique 
de  celui  qui  passe  par  le  point  (a,  P), 

Cela  résulte  d'ailleurs  immédiatement  de  ce  que,  des 
formules  précédentes,  on  déduit 


Le  centre  de  la  seconde  hyperbole  a  pour  coordon- 
nées 

De  ces  formules  on  tire 


(')  ri/ouv.  Ann.  de  Math.,  3*  série,  l.  V,  p.  ïgS;  1886. 
'liR.  de  Mathémat.,  3*  série,  1.  VII.  (Juin  rSgg.) 
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Donc,  le  centre  de  la  seconde  hyperbole  est  à  la 
rencontre  de  la  droite  qui  joint  les  projections  ortho- 
gonales du  point  (a,  |3)  sur  les  axes  de  l'ellipse  et  du 
diamètre  symétrique  par  rapport  à  l 'un  ou  l'autre  des 
axes  de  celui  qui  correspond  dans  l'ellipse  au  dia- 
mètre du  cercle  principal  passant  par  le  point  (a,  p) . 

4.  Lorsque  le  point  (a,  ^)  vient  se  pUcer  sur  l'un 
des  axes  de  Tellipse,  chacune  des  doux  hyperboles  se 
réduit  à  cet  axe  et  à  une  droite  qui  lui  est  perpendicu- 
Uïre. 

Supposons,  en  particulier,  le  point  (a,  ^)  situé  sur 
l'axe  des  x.  Alors  ^  =  o,  et  les  équations  (5  )  cl  (6)  de- 
viennent 

(a  —  b)xj'  —  aiy  =o. 

Supprimant  dans  chacune  d'elles  le  facteur  jr  qui 
correspond  à  l'axe  des  x,  nous  obtenons  les  équations 
des  deux  droites 


Ces  deux  droites  sont  parallèles  à  l'axe  des  jf.  Dési- 
gnons-les par  les  notations  A  et  A'. 
Ou  voit  immédiatement  que  : 

Si  a  <^a  —  h,  les  droites  A  et  A'  coupent  toutes  deux 

l'ellipse  en  deux  points  réels  ; 
Si  a  =  a — h,  la  droite  A' se  coufond  avec  la  tangente  au 

sommet  A  ; 
Si  a  —  h  <[«<C  ">  '*•  droite  A  seule  coupe  l'ellipse  en 

deux  points  réels; 
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Si  %=  —  )  la  droite  A  se  confond  avec  la  tangente  au 

sommet  A  ; 
Si  —  <  a,  les  deux  droites  A  et  A'  sont  complètement 

extérieures  à  l'ellipse. 

Appelons  II  le  point  de  l'axe  des  x  dont  l'abscisse  est 
a — &,  K  celui  dont  l'abscisse  est  — •  c'est-à-dire  le 
centre  de  courbure  répondant  au  sommet  A,  et,  d'une 
manière  générale,  par  I  le  point  de  l'axe  des  j:  dont  l'ab- 
scisse est  a. 

Les  cinq  cas  sus-énoncés  correspondent  aux  hypo- 
thèses : 

I  sitné  entre  le  centre  et  le  point  H  ; 

I  confondu  avec  le  point  H; 

I  situé  entre  le  point  H  et  le  point  Kj 

I  confondu  avec  te  point  K^ 

I  sitné  au  delà  du  point  K. 

Dans  cette  dernière  hypothèse,  il  y  a  lieu  de  distin- 
guer uu  cas  particulièrement  intéressant  :  c'est  celui  où 
le  point  I  vient  à  coïncider  avec  le  foyer  F  de  l'ellipse. 
Dans  ce  cas,  a  =  c,  et  l'on  a,  pour  les  équations  (y) 
et  (8)  des  droites  A  et  A', 


Donc,  la  droite  A  se  confond  avec  la  directrice,  ce 
qui  était  à  prévoir,  puisque  la  directrice  passe  par  les 
points  de  contact  de  l'ellipse  et  du  cercle  bîtaugcnt  qui 
a   pour  centre  le  foyer,  c'est-à-dire  par  les  pieds  des 
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normales  (autres  que  le  grand  axe)  menées  du  foyer  à 
l'ellipse. 

5.  Ayant  pris  sur  l'axe  des  x  un  point  I  d'abscisse  a, 
considérons  les  droites  A  et  i'  qui  correspondent  à  ce 
point,  eu  vertu  des  équations  (  7)  et  (S). 

Prenons  un  point  M  sur  l'ellipse.  Le  diamètre  OM 
coupe  la  droite  A  au  point  L  (Jig.  3  ),  le  diamètre  cor- 


Fin- 

1. 

L' 
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i 
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respondant  OM'  coupe  la  droite  A'  au  point  L'.  D'après 
la  propriété  qui  a  servi  à  définir  les  droites  A  et  i',  la 
droite  lAJ  passe  par  le  point  I  et  est  parallèle  à  la  nor- 
male en  M  à  l'ellipse. 

Telle  est  la  relation  excessivement  simple  qui  existe 
entre  la  direcUon  de  la  normale  MIV  et  celles  du  dia- 
mètre de  l'ellipse  OM  et  du  diamètre  du  cercle  prin- 
cipal OM'  correspondants.  De  l'une  quelconque  de  ces 
trois  directions,  on  déduit  immédiatement  les  deux 
autres. 

6.  Le  problème  qui  se  pose  ici  est  le  suivant  :  Étant 
donné  le  point  I,  construire  géométriquement  les 
droites  A  et  A'  qui  lui  correspondent. 
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Uue  méthode  se  présenle  tout  naturellenieDtà  l'esprit 
pour  ]e  résoudre  :  choisir  dans  iVIlipsc  un  diamètre  tel 
que  la  normale  et  le  diamètre  du  cercle  principal  cor- 
respondants soient  immédiatement  connus.  Ce  chois  est 
d'ailleurs  tout  indiqué  ;  c'est  celui  du  diamètre  de  l'el- 
lipse qui  passe  par  le  point  de  rencontre  C  des  tangentes 
aux  sommets  A  et  B  {fig.  4)-  Le  diamètre  correspon- 
de- 5- 


n 
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liant  du  cercle  principal  est  la  diagonale  OC  du  carré 
construit  Sur  le  demi  grand  axe  OA.  La  normale  cor- 
respondante est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint 
les  sommets  A  et  B. 

Les  àroiles  OC  et  OC  étant  tracées,  il  suffira,  élu 
point!  choisi,  d'abaisser  sur  AB  une  perpendiculaire 
coupant  OC  en  L  et  OC  en  L' pour  avoir,  en  menant 
par  L  et  L' des  perpendiculaires  à  OA ,  les  droites  A  et  A'. 

Puisque,  comme  nous  l'avous  vu,  on  a  pour  droite  A, 
en  prenant  pour  point  [  le  foyer  de  l'ellipse,  la  direc- 
trice correspondante,  on  a  ainsi  un  mode  de  liaison 
géométrique  très  simple  entre  le  foyer  L-t  la  diructrice. 
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7.  L'angle  OLl  {Ji^.  3)  est  égala  l'écart  normal  aa 
point  M;  l'angleOL'l  estégalà  la  déviation;  l'angle 
AOL'  eu  égal  à  l'anomalie  excentrique.  De  là,  la  mé- 
thode que  nous  avons  annoncée  en  commençant. 

Faisant  varier  l'inclinaison  de  OL'  sur  OÂ  de  o  à  -> 
on  suit  les  variations  correspondantes  des  angles  OL'I 
ot  OLI  qui  tous  deux  partent  de  zëro  pour  atteindre 
chacun  un  maximum  (ces  tnaxima,  on  va  le  voir,  ne 
sauraient  être  simultanés)  et  décroître  ensuite  jusqu'à 
zéro. 

8.  La  détermination  des  maxima  revient  au  problème 
suivant  : 

De  quel  point  d 'une  droite  A  voit-on  sous  un  angle 
maximum  un  segment  de  droite  01  perpendiculaire  à 
A  et  situé  tout  entier  d'un  même  côté  par  rapport  à 
cette  droite? 


On  a  i/îg.  5) 


6ih  = 


Donc,  en  posant  OJ  =  Xi,  U  =  Xj,  JL=;Y, 
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Annulons  la  dérivée  prise  parrappoit  à  la  variable j)';  il 
vient 

Yi=X,X,. 

Ainsi  l'auglc  variable  est  maximum  lorsque  JL  est 
moyenne  géométrique  entre  JOet  JI.  La  position  cor- 
respondaote  h,  du  point  L  sera  donc  à  la  rencontre  de 
la  droite  A  et  du  cercle  décrit  sur  01'  pour  diamètre,  I' 
étant  le  symétrique  du  point  I  par  rapport  à  A. 

9.  Nous  allons  appliquer  ce  résultat  à  la  recherche  du 
maximum  de  l'écart  normal  et  de  la  déviation. 

Comme  nous  pouvons  librement  choisir  le  point  I, 
faisons-le  d'abord  coïncider  avec  le  centre  de  courbure  K 
répondant  au  sommet  A  (Jlg-  6),  point  qui  s'obtient  en 


menant  CK  perpendiculaire  à  AB.  D'après  ce  que  nous 
avons  vu  au  n"  4,  la  droite  A  correspondante  n'est  autre 
que  la  tangente  AC  au  sommet  A. 
Or,  puisque 


AC  =  AO.AK; 
donc,  d'après  le  lemme,  l'écart  normal  maximum  est 
douné  par  OCK.  D'ailleurs  lo  diamètre  du  point  M  cor- 
respondant étant  OC,  ou  retrouve  le  résultat  obtenu  au 

n-2. 
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10.  Faisons  maîalenant  coïncider  le  point  I  avec  le 
point  H  d'abscisse  a  —  b.  La  droite  A'  se  confond  alors 
avec  fa  tangente  AC  au  sommet  A  (n"'i). 

Si  donc  nous  prenons  AH'^  AH  ^  b,  et  que  le  cercle 
décrit  sur  OH' comoie  diamètre  coupe  ÂC  en  Lt,  l'angle 


Fie-  :■ 

\ 

0L|  H  est,  en  vertu  du  lemme  précédent,  égal  à  la  dé- 
viatiou  niaxima. 

L'angle  AOL|  dotme  l'anomalie  excentrique  corres- 
pondante tf,,  et  l'on  a 

AL,       y/^       ^  /b 
tangç,=  ^  =  — =  ^-. 

On  retombesur  le  résultat  que  nous  avons  déjà  obtenu 
par  une  autre  voie  dans  l'étude  citée  au  début  de  cette 
Note. 

H.  Remarque.  —  L'anomalie  excentrique  corres- 
pondant au  maximum  de  la  déviation   étant  égale  à 

arclangt/-.et  l'anomalie  excentrique  correspondant 
au  maximum  de  l'écart  normal  étant  égale  à  -%  on  voit 
que  ces  deux  maxima  ne  coïncident  qu'à  la  limite,  lors- 
que l'ellipse  devient  nn  cercle,  c'est-à-dire  lorsqu'à  la 
vérité  il  n'y  a  plus  ni  déviation,  ni  écart  normal. 

En  somme,  si  l'on  part  du  sommet  du  grand  axe  pour 
aller  à  celui  du  petit,  on  voit  que  le  maximum  de  la  d^- 
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viatiou  se  produit  avant  celui  de  l'écart  normal  et  que 
ces  deux  maxima  sont  d'autant  plus  rapprochés  que  l'el- 
lipse  considérée  se  rapproche  davantage  du  cercle,  c'est- 
à-dire  que  le  rapport  de  ses  axes  est  plus  voisin  de  l'unité. 

12.  Nous  allons  maintenant  démontrer  le  théorème 
auquel  nous  avons  fait  allusion  au  n°  3,  et  qui  peut 
s'énoncer  ainsi  : 

Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  normale  à 
l'ellipse  et  du  diamètre  correspondant  du  cercle  prin- 
cipal est  le  cercle  de  rayon  a  -{-  b  concentrique  à 
l'ellipse. 

L'équation  de  la  normale  MN  {Jig-  i  )  est,  en  fonction 
de  l'anomalie  excentrique, 


celle  du  diamètre  correspondant  OM'  du  cercle  prin- 
cipal, 

^costp  =  fl;siii?. 

Tirant  cos<^  de  la  seconde  équation  pour  porter  sa 
valeur  en  fonction  de  sin^p  dans  la  première,  on  lire  de 
celle-ci 

dès  lors, 


et  l'équation  du  lieu  du  point  »  est 
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On  déduit  de  là  cette  coDstruclion  fort  simple  de  la 
normale  à  l'vilipse  : 

Prenant  sur  le  cercle  principal  le  point  M'  corres- 
pondant au  point  M,  on  prolonf^e  le  rayon  OM'  d'une 
longueur  M'Q  égale  au  petit  axe  de  l'ellipse.  La 
droite  QM  est  normale  à  l'ellipse  en  M. 

Nota.  ■ —  Dans  un  Mémoire  que  M.  R.  Guimaraes 
vient  de  publier  à  part  sous  le  titre  de  SemeUianca  e 
rectijtcaçao  dos  arcos  eUipticos,  je  remarque  les  élé- 
gantes propriétés  que  voici  des  points  définis  par  Tano- 
malie  excentrique  <^,  telle  que  taug'ip  =  ->  qui  sont  les 
points  que  j'ai  appelés  de  déviation  maxima  : 

I.  La  dijfférence  des  arcs  déterminés  sur  un  qua- 
drant d'ellipse  par  le  point  de  déviation  maxima  situé 
xur  ce  quadrant  est  égale  à  ta  différence  des  demi- 
axes  de  l'ellipse. 

II.  Le  point  de  déviation  maxima  sur  un  quadrant 
d'ellipse  est  le  point  de  contact  du  cercle  inscrit  dans 
le  triangle  mixtiligne  formé  par  ce  quadrant  et  la 
tangentes  en  ces  extrémités. 

Cette  propriété  se  déduit  immédiatement  du  théorème 
de  Chasies  sur  la  différence  de  deux  arcs  d'ellipse,  tels 
que  les  tangentes  en  leurs  extrémités  forment  un  qua- 
drilatère circonscriptible  au  cercle. 


SUR  U  SECTION  D'IJIVE  SURFACE  MR  UN  PUN  BITAN6BNT; 

Par  m,  JUHEL-RÉNOY. 

Thëoréue  I,  —  Soit  une  surface  du  quatrième  de- 
gré, symétrique  peu-  rapport  à  trois  plans  rectangu- 
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laires  et  présentant  un  cône  de  directions  asymptotiques 
double  ;  dette  sur/ace  est  coupée  par  un  plan  Mtangent 
suivant  deux  coniques. 

Soit,  ea  eJTet, 

l'équation  de  la  surface  S  par  rapport  aux  plans  de  sy- 
métrie. Désignons  para  l'angle  du  plan  xOj'6t  du  plan 
tangent  mené  par  le  centre  perpendiculairement  au  plan 
xOz.  \ous  aurons  la  relation 

H'(Acos»a-(-CsiD«a)«  =  (Dcos»«-t-Fain»)'. 

L'équation  de  la  section  de  la  surface  par  son  plan  bi- 

tangent  s'obtiendra  en  remplaçant  dans  l'équation  de  la 

surface  X  parxcosa  et  s  par  ccsina.  Cette  équation  sera 

(Acos*«-(-G9in««)»a:' 

-H  a[(Acos»a  +  C5in»a)B_)^-l- Dcos«a-i- F5in*a]x* 

-I- B»^*  H- a  E/' -h  H»  =  o. 

Résolvons  cette  équation  par  rapport  à  x',  en  tenant 
compte  de  la  relation  qui  donne  la  valeur  de  a,  il  vient 

(Acos*a  -h  Gain**)'!* 

-i-(Acos»«  +  G8in>a)B^-)-  Dcos*a-i-  F»in>«  =±  K^. 

La  section  se  compose  doue  de  deux  coniques,  ayant 
pour  axe  l'axe  O^. 

TaÉonkiïE  II.  —  Toute  quadrique  bitangente  à  la 
surface  S  et  présentant  le  même  cône  de  directions 
asymptotiques  coupe  la  surfaces  suivant  deuxconiques. 

Soient,  en  effet,  a,  b,  a',  b'  les  points  d'intersection  de 
la  surface  S  avec  l'axe  Oxet  supposons  que  la  quadrique 
passe  par  les  points  b  et  a'.  Son  équation  sera 

Kx^+  Byi+  C^«-  a^i/"'"^  — '  -  H  =  o. 
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Cherchons  l'intersection  de  cette  quadrîcjue  avec  la 
surface  S.  Pour  cela,  remplaçons  dans  l'équation  de  la 
surface  Ax*+  Bj'^-t-Cz^  par 


V^ 


ID  +  AII) 


II 

vient 

Ej'i  +  Fi» 

-IMAarï- 

„^  /=Tir+"Aïr) 

d'. 

lu 

(E-t-Bil)^ 

+  (F  +  CH)*«=o. 

)-„]=. 


C'est  l'équation  de  deux  plans  perpendiculaires  au 
plan  ^O^ct  biiangents  à  lasurfaceS. 

Ce  théorèoïc  permet  de  déterminer  la  nature  des  co- 
niques C  suivant  lesquelles  la  surface  S  est  coupée  par 
son  plan  bitangent.  Dans  le  cas  où  la  surface  S  est  de 
révolution,  autour  de  l'axe  des  z  par  exemple,  la  déter- 
mination du  centre  de  la  conique  C  et  de  la  longueur  de 
l'axe  suivant  Oj-  est  facile.  Supposons  d'abord  que  la 
conique  C  soit  une  ellipse.  Cette  ellipse  doit  couper  la 
trace  du  plan  bitangent  sur  le  plan  zOx  et  elle  doit 
couper  l'axe  Oxàdes  distances  deOégales  àO^et  0<t'. 
La  longueur  de  son  axe  suivant  Oy  est  donc  bJ  et  son 
centre  est  à  une  distance  de  O  égale  à  la  moitié  de  ab. 
Si  c  représente  le  milieu  de  ab,  le  demi-axe  suivantO^ 
est  égal  au  rayon  mojen  Oc  de  la  surface  et  le  centre 
est  à  une  distance  de  O  égale  à  ac.  Si,  au  contraire,  la  co- 
nique C  est  une  hyperbole,  son  axe  est  égal  à  ab  et  son 
centre  est  à  une  dislance  de  O  égale  à  Oc. 

Conséquences.  —  Si  la  surface  S  est  de  révolution  et 
si  la  courbe  méridienne  passe  par  les  points  cycliques 
du  plan,  les  courbes  C  sout  des  cercles.  Ainsi  la  section 
du  tore  par  un  plan  bitaiigeni  ou  par  une  sphère  bitan- 
geutc  se  compose  de  deux  cercles. 
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La  surface  <lc  révolution  engendrée  par  la  courbe  S, 
lieudcs  points  dont  le  produit  des  distances  à  deux  points 
liies  est  constant,  tournant  autour  de  son  axe  non  focal, 
est  coupée  par  un  plan  bitangent  ou  par  une  spbère  bi- 
Ungeute  suivant  deux  cercles. 

Nous  terminerons  ce(te  Note  par  la  construction  des 
tangentes  au  point  double  de  la  section  de  la  surjace 
S  par  un  plan  bitangent,  au  cas  où.  la  surface  S  est  de 
révolution. 

Soient  (o',  o)  le  centre  de  la  surface,  PaP  le  plan  bi- 
Ungent  et  {ni,  m)  le  point  de  contact.  Supposons  que  ta 
sertion  se  compose  de  deux  ellipses  et  rabaltons-la  sur 
le  plan  vertiral  passant  par  l'axe.  Le  centre  d'une  des 
ellipses  vient  en  un  point  d,te\  que  o'd^ac,  sur  la 
I  perpendiculaire  en  o'  à  P'a,  et  son  demi-axe  est 

j  (ie  =  d^  =  o'c. 

I  Soitm'gle  rabattement  de  la  tangente.  On  a  la  rela- 

tion 

do'.ds  =  dé%        ou        ac.dg  =  o'c. 

Surai,  comme  diamètre,  décrivons  un  cercle;  soit  y  le 
point  de  contact  de  la  tangente  menée  de  o'  à  ce  cercle, 
et  soit /i  le  point  de  rencontre  de  o'o  avec  c/";  on  a 


dg  =  ch,        d'où        o'g^fh. 

La  construction  est  donc  la  suivante  : 

Sur  ab  comme  diamètre,  décrire  un  cercle;  mener  du 
point  o'  une  tangente  à  ce  cercle;  tracer  ç/" perpendicu- 
laire à  o'f,  qui  coupe  le  cercle  en yetoo' en /t,  et  prendre 
suroo',  à  partir  du  point  o,  les  longueurs  o/i=io;;=y7i. 
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Les  taogentes  au  point  double  soDl  les  droites  mn  et 
mp. 

Dans  le  cas  do  tore  en  particulier,  la  construction  est 
des  plus  simples.  Le  point/  se  confondant  avec  le  point 


A.\ 

/ 

S           \ 

^ 

p 

\ 

\ 
\ 

\ 
1 

p 

/ 
/ 

/ 

/ 

\ 

\ 

ni^  il  suiUt  de  tracer  cni  que  conpe  ad  en  A,  de  prendre 
à  partir  du  point  o  sur  od  les  longueurs  on  z=op^  m'h 
et  de  Joindre  mn  et  mp,  qui  sont  les  tangentes  au  point 
double.  Le  problème  de  la  construction  des  tangentes 
au  point  double  de  la  section  du  tore  par  son  plan  tan- 
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genl  a  déjà  été  trailé  dans  les  Nouvelles  Annales,  par 
M.  Doucct,  qui  a  donné  uue  construction  un  peu  plus 
compliquée  que  la   précédente    {^Nouvelles  Annales, 
septembre  iS84)- 

Nous  avons  supposé  pour  la  construction  que  la  sec- 
tion se  composait  de  deux  ellipses.  Si  elle  se  composait 
de  deux  hyperboles,  la  construction  serait  la  suivante  : 

Sur  ab  comme  diamètre,  décrire  un  cercle;  projeter 
en  h  sur  ab  le  point  de  contact^de  la  tangente  menée 
de  o'  h  ce  cerclcj  prendre  sur  oo'  à  partir  du  poiut  o  les 
longueurs  on  =  op  ^  o'k  et  joindre  mn  et  mp. 


SUR  LES  NINIMi  DE  SOMMES  DE  TERMES  POSITIFS 
DONT  LE  PRODUIT  EST  CONSTANT; 


Pab  m.  Cil.  BIOCHE, 
Protesseor  au  lycée  de  Douai. 


Le  théorème  sur  le  maximum  d'un  produitde  facteurs 
positifs  dont  U  somme  est  constante  a  une  réciproque 
relative  au  minimum  de  la  somme  des  termes  positifs 
dont  le  produit  est  constant.  Pour  démontrer  cette  ré- 
ciproque il  V  a,  je  crois,  avantage  à  se  servir  de  la  re- 
marque suivante. 

Le  théorème  sur  le  maximum  d'un  produit  de  n  fac- 
teurs positifs  x,y,  3. . .  - ,  lorsque 

se  traduit  par  l'inégalité 


-■■m- 
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qu'on  peut  écrire 

"■'■■■''{ ; )• 

l'inégalilé  se  transformant  en  égalité  s!  x=j!=s*... 
Cette  inégalité  exprime  à  la  foi^  : 

1°  Que,  si  la  somme  est  donnée,  le  produit  a  an 
maximum  ; 

2'  Que,  si  le  produit  est  donné,  la  somme  a  uu  mini- 
mum dans  lu  cas  de  l'égalité  des  faeteurs. 

On  a  de  miime 

qui  donne  le  minimum  de  x-^y-'rz  si  x™y"zf  est 
cousunt,  ce  minimum  ayant  lieu  lorsque 


NOTB  SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  DU  CERCLE  DES  NEUF  POINTS; 

Par  m.  F.  FARJON. 


Soit  ABC  un  triangle  obtusangic  en  A  ;  on  peut  con- 
sidérer les  trois  points  A,  B,  C  comme  les  points  d'in- 
tersection des  diagonales  et  des  cùtés  opposés  d'une  in- 
iînité  de  quadrilatères  inscrits  dans  un  cercle  S  ayant 
son  centre  au  point  de  concours  O  des  hauteurs  et  un 
rayon  f»  tel  que  p'^  ^"3.,  [i.  et  a  étant  les  deux  segments 
que  détermine  le  point  O  sur  l'une  quelconque  des  hau- 
teurs. 

De  ces  quadrilatères,  les  uns  sont  réels,  les  autres 
imaginaires,  mais  certains  éléments  de  ceux-ci  sont  tou- 
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jours  réels.  Considérons  une  sécante  BEF  menée  par  le 
point  B,  elle  détermine  un  quadrilatère  EFGH  insi-rit 


dans  S.  Décrivons  sur  OB  comme  diamètre  un  cercle,  ce 

cercle  passe  par  les  milieux  M  et  N  des  côtés  opposés 

EFciGH;  la  droite  MN,  en  vertu  d'un  théorème  connu, 

Ann.  de  Afathémat.,  3'  série,  l.  Vli.  (Juin  1888.)  19 
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passe  par  le  milieu  P  de  AC  :  le  milieu  de  MN  est  le 
centre  de  gravité  des  quadrilatères. 

Lorsque  la  sécante  issue  du  point  lï  cesse  de  couper 
S,  le  quadrilatère  est  imaginaire;  le  point  M'  où  elle 
rencontre  le  cercle  OB  est  le  milieu  réel  du  côté  corres- 
pondant. Si  l'on  joint  M' F,  on  rencontre  te  cercle  OB  eu 
un  second  point  N',  milieu  réel  du  côté  opposé,  et  le 
centre  de  gravité  est  le  milieu'de  M'W. 

Tous  les  quadrilatères  considérés,  réels  ou  imagi- 
naires, ont  donc  leurs  centres  de  gravité  réels.  J.e  lieu 
de  ces  centres  de  gravité  est  le  cercle  Ù  lies  neuf  points 
du  triangle  ABC. 

Soient  a,  h,  c  lus  pieds  des  trois  hauteurs.  L'arc  bca 
du  cercle  S  comprend  les  centres  de  gravité  de  tous  les 
quadrilatères  engendrés  par  une  sécante  tournant  autour 
du  point  B,  l'arc  abc  ceux  des  quadrilatères  engendrés 
par  une  sécante  tournant  autour  du  point  C,  l'arc  £c, 
ceux  des  quadrilatères  (tous  réels)  engendrés  par  une 
sécante  tournant  autour  du  point  A.  L'arc  bc,  comnnin 
aux  deux  précédents,  est  le  seul  qui  corresponde  à  des 
quadrilatères  réels. 

Si  le  triangle  ARC  est  acutangle,  le  cercle  S  est 
imaginaire,  tous  les  quadrilatères  définis  ci-dessus  sont 
imaginaires,  mais  la  construction  du  centre  de  gra- 
vité s'applique  de  la  même  manière  et  donne  tou- 
jours un  point  réel  dont  le  lieu  est  le  cercle  des  neuf 
points.  On  peut,  dans  ce  dernier  cas,  donner  une  inter- 
prétation du  cercle  S  eu  appliquant  le  proccndé  indiqué 
par  Cliaslcs  {Géométrie  supérieure,  790-795).  Au 
|X)int  O  àii  coucours  des  hauteurs,  élevons  uuc  per- 
pendiculaire OS  au  plan  égale  à  \/ —  [ta,  quantité  qui, 
dans  l'hypothèse,  est  réelle.  Le  point  S  est  le  sommet 
d'un  trièdre  trirectangle  dont  les  arêtes  passent  par  les 
I  A,  U,  C  Ce  trièdru  est  assez  intéressant  à 
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élndier  et  permet  de  trouver  certaines  propridtés  des 
triangles. 

Je  n'en  citerai  qu'un  exemple  : 

Lu  tliéorénie  de  Stewart  est  ainsi  conçu  :  Le  carré  de 
la  droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  op- 
posés d'un  quadrilatère  inscrit  au  cercle  est  égal  à  la 
somme  des  carrés  des  tangcVtes  menées  de  ces  deux 
points  de  concours  à  la  circonrérence  du  cercle.  Dans 
lclr!angleobtusang]c  ABC,  le  théorème  de  Stewart  ne 
concerne  que  le  rôle  BC.  Mais,  si  l'on  considère  (jue  le 
carré  de  la  tangente  imaginaire  menée  ^u  cercle  par  un 
point  intérieur  est  égal  au  produit  négatif  des  deux  seg- 
ments d'une  des  sécantes  menées  par  ce  point,  on  dé- 
montrera sansdifliculté  que  le  tliéorcuie  s'applique  tout 
aussi  bien  à  cliacun  des  côtés  AB  et  AC. 

Si  le  triangle  est  acutangle,  S  devientimaginairc:  on 
sait  qu'alors  le  tliéorème  du  produit  constant  des  deux 
segments  des  sécantes  issues  d'un  même  point,  produit 
toujours  positif,  cette  fois,  subsiste  (Chasles,  Géomêtria 
supérieure,  790).  En  considérant  ce  produit  comme 
égal  au  carré  de  la  tangente,  on  reconnaît  sans  peine 
que  le  carré  d'un  côté  du  triangle  est  égal  à  la  somme 
des  carrés  des  tangentes  menées  au  cercle  ^  par  ses  deux 
extrémités. 

Le  théorème  de  Stewart  peut  donc  être  mis  sous  cette 
forme  beaucoup  plus  générale  :  Daits  un  triangle  quel- 
conque) le  cari-c  de  Vun  des  côtés  est  égal  à  la  somme 
des  carrés  des  deux  tangentes  menées  de  ses  extrémités 
au  cercle^. 

Revenons  au  trièdre  trirectangle  S,  pour  le  cas  du 
triangle  acutangle,  et  nous  allons  voir  tous  nos  élé- 
ments imaginaires  disparaître  et  faire  place  à  des  élé- 
ments réels. 

Ku  cITct,  dans  ce  cas,  le  carré  de  la  tangente  menée 
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du  sommet  A  à  S 

/•=ÀÔ'— p'; 
mais 

p>  =  — SO*, 
doue 

(=  SA; 

de  mâine  la  tangente  menée  du  sommet  G 

/'=SB 

et,  dans  le  triangle  SAB,  on  a 

sâVsb'  =  ab'. 


CONIQUES  POLAIRES  D'UN  POINT  ET  D'UNE  DROITE; 
Pab  m.  e.  fontaneau. 

Soient 

(I)  /(^,^)  =  o 

l'équation  d'une couiquc  C  et  X,  Y  les  coordonnées d'im 
point  lixc  P.  La  détermination  des  tangentes  menées  dn 
point  à  la  courbe  résulte,  comme  on  le  sait,  de  l'équa- 
tion 

combinée  avec  l'équation  (i). 

Il  est  d'usage  d'en  déduire  pour  la  polaire  du  point  P 
cette  équation 

^    '  cLr  cfy  ds 

mais  on  néglige  d'indiquer  à  quelle  courbe  correspond 
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l'équation  (3)  quand  on  y  considère  x,  r  comme  les   ' 
coordonnées  courantes  sans  employer  les  coordonnées 
homogènes. 

Or  on  voit  immédiatement  que  celle  courbe  du  second 
ordre  résulte  de  l'intersection  des  rayons  homologues 
des  deux  faisceaux  définis  par  les  relations 

(  dx  dx 

Dans  le  système  des  coordonnées  cartésiennes,  on 
obtient,  par  ce  mode  de  génération,  le  lieu  des  milieux 
des  cordes  interceptées  par  la  conique  C  sur  les  sécantes 
menées  du  point  P. 

Si  l'on  interprète  les  mêmes  équations  dans  le  système 
plus  général  des  coordonnées  ponctuelles  de  Chasles 
{Géométrie  supérieure,  Chap.  XXIII),  la  courbe  en 
question  S  résulte  du  tracé  suivant  : 

Étant  donnée  dans  le  plan  de  la  conique  C,  outre  le 
point  P,  une  droite  quelconque  D,  si  par  le  point  F  on 
mène  une  transversale  qui  rencontre  la  conique  C  aux 
points  n  et  £  et  la  droite  D  au  point  n,  puis  qu'on  dé- 
termine le  conjugué  harmonique  m  du  point  n  par  rap- 
port aux  points  a  et  b,  la  courbe  S  sera  le  lieu  des  points 
mlorsque  la  transversale  se  déplace  en  tournant  autour 
du  point  P.  De  là  résultent  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Deux  droites  déterminent  par  leurs 
pôles  pris  par  rapport  à  une  conique  et  par  leurs  points 
d'intersection  avec  elle  les  sommets  d'un  hexagone 
inscriptible  à  une  courbe  du  second  ordre. 

Si  les  deux  droites  se  coupent  sur  la  conique,  il  en 
résulte  cette  proposition  : 

Théouème  II.  —  Lorsqu'un  triangle  est  inscrit  dans 
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nue  conique,  toute  transversale  menée  par  te  pôle  de 
L'un  des  côtés  est  divisée  Iiarmoniijiiement  par  les  deux 
autres  côtés  ilu  triangle  et  par  la  conique. 

Si  l'uue  des  droîles  passe  par  le  pôle  de  l'aulru  : 
Théorème  IU.  —  La  polaire  d'un  point  quelconque 

d'une  droite  donnée  passe  par  le  pôle  de  cette  droite. 
Théorème  IV.  —  Toute  sécante  menée  par  un  point 

est  diviiée  harmoniquement  par  le  point,  sa  polaire  et 

la  conique. 

Du  principe  de  dualité,  ou  de  noterprëUtion  des  équa- 
tions (3}  et  (4)  dans  le  système  de  coordoiinécs  tangeo- 
ti elles  de  Cliasles  (Géométrie  supérieure,  Chap.  XXIV), 
on  déduit  les  propositions  suivantes  : 

Théorîme  V,  —  Deux  droites  quelconques  déter- 
minent, par  elles-mêmes  et  par  les  tangentes  aux 
points  oii  elles  coupent  une  conique,  les  côtés  d'un 
hexagone  circonscriptible  à  une  courbe  du  second 
ordre. 

Théorème  VI.  —  Lorsqu'un  triangle  est  circonscrit 
à  une  conique,  tout  point  pris  sur  la  polaire  d'un  des 
sommets  est  le  centre  d'un  faisceau  harmonique  que 
l'on  obtient  en  joignant  ce  point  aux  deux  autres  som- 
mets du  triangle  et  menant  les  deux  tangentes  à  la 
conique. 

Thèorèmi;  VII.  —  Le  pôle  d'une  droite  qui  passcpar 
un  point  est  sur  la  polaire  de  ce  point. 

Théorème  VUl.  —  Tout  point  pris  sur  une  droite  est 
le  centre  d'un  faisceau  harmonique  composé  de  la 
droite  donnée,  de  celle  qui  unit  le  point  donné  au 
pôle  de  la  droite  et  des  deux  tangentes  à  la  conique 
menées  par  le  point  donné. 

Celle  uiélhodc  s'étend  aux  surfaces  du  second  oixlrc 
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et  pourrait  donner  lîcu  à  d'autres  conséquences  sur  les- 
quelles je  n'insiste  pas  pour  ne  pas  allonger  celte  Note 
au  delà  de  son  importance. 


SOLITIOK  DB  L\  QUESTION  PROPOSEE  POUR  L'ADHISSION 

A  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  EN  1887; 

Pau  un  ABONNÉ. 

Soit  P  le  point  du  cylindroïde  dont  les  coordonnées 
sont  X,  p.  Y-  Les  équations  de  la  normale  en  ce  [>oint 
sont 

^-a    _    .y-^    _  SSZJ- 

et, comme  cette  normale  passe  par  lé  point  M(x',y',  z"), 


Ces  relations,  dans  lesquelles  on  peut  supposer  a, 
p,  Y  coordonnées  courantes,  représente  une  courbe  pas- 
sant par  les  pieds  des  normales  tnenécs  du  point  M  à  la 
surface  donnée. 

On  a,  en  outre,  en  remarquant  que  le  point  P  est  sur 
la  surface, 

(a)  Y(^,  +  p.,_;„(»i_p.)  =  o. 

Les  pieds  des  normales  demandées  s'obtiendraient 
donc  en  résolvant  les  équation  (i)  et  (3)  par  rapport  à  a, 
^,  y.  Mais  ces  équations,  vu  leur  forme  compliquée,  ne 
peuvent  être  résolues  par  les  procédés  élcinentaires  de 
l'Algèbi-c. 
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Nous  allons  alors  nous  projrostT  Ji;  former  :  i  "  l'équa- 
tion qui  a  pour  racines  les  valeurs  du  rapport  -;  a"  l'é- 
quation qui  a  pour  racines  les  valeurs  de  y. 

Équation  en--  —  i°  Les  relations  (i)  donnent,  en 
considérant  les  deux  premiers  rapports, 

ou 

îms<p-m{ay+  p;r')-f-  t{«y~?x-)  =  o. 

Dïvisanl  tous  les  termes  par  a  et  posant  -  =:}ji,  il 

vient 

■i/M(<.«— m(_y'-(- [j.x')-(- yO"'— |iT')=  o. 

D'autre  part,  la  relation  (3)  donne 

Y(.-V-fx')=m(,-|x>) 


Vn-(iV 


Remplaçant  y  par  sa  valeur  dans  l'égalité  précédente 
et  divisant  tous  les  termes  par  m,  il  vient 

a(xa-{/+  ^^)-i-  (y^)  (/-  (^^')=  o; 
d'oii 

2(1(1-1-  [!.') 

ou,  en  simplifiant, 

Considérons  maintenant  le  premier  et  le  troisième 
rapport  des  relations  (i)-,  ils  donnent 

(=7'-a)(,'-i-?»)  =  (a'-Y)(aY-mc), 

ou,  en  divisant  tous  les  termes  par  oc'  et  remplaçant  ° 
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(a.'-a)(i-H|A>)  =  (y-Y)L^. 

Si,  daus cette  égalité,  nous  remplaçons  les  quantités  a 
et  Y  par  leurs  valeurs  trouvées  tout  à  l'beure,  nous 
aurons  une  équation  qui  ne  contiendra  plus  que  ^ 
comme  inconnue  et  qui  ne  sera  autre  cliosc  que  l'équa- 
liou  demandée.  On  obtient  ainsi 

(.4•lJL')(a/+^.y){lJ^a>'-y)-l-2m^[s'-m  +  ^l*(i'+m)]  =  o 

ou,  en  cflec tuant  les  calculs  et  ordonnant  par  rapport 

Telle  est  l'équation  du  quatrième  degré  qui  donne  les 
valeurs  du  rapport  °- 

Equation  en  y.  —  Pour  avoir  l'équation  en  y,  il  n'y 
a  qu'à  remplacer  dans  l'équalion  précédente  la  quantité 
fi  par  sa  valeur  en  fonction  de  y. 

Or, delà  relation  v  =  771  (-^^  |,  on  tire 


OD  a  donc,  en  remplaçant  y.  par  sa  valeur  dans  l'équa- 
tion (I), 

.m(V+m)] 

Faisant  passer  les   termes  rationnels  dans  le  second 
uiembre  et  les  termes  irrationnels  dans  le  premier,  il 
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(m>-Y')l/^-^[a:'>— 7'»-t-im(a'+m)] 

OU,  en  incitant  (m -(- y)  i/^^—^  en  facteur  dans  le  pre- 
mier membre, 

ou   encore,   en    effectuant  entre   crochets   cl   divisanl 
par  a  m, 

ou  enfin,  en  élevant  au  carré  et  ordonnant  par  rapport 

/  4m»'ï*— 4»'(j7'«~y«J-ams')f> 
(II)  +[(^'._y.+  am2')'+4^V'-'f'n']Y' 

I  +4m'(a:'>-/'+ani5')Y  — '"*(^''— y+an»5')*  =  »'■ 
C'estla  seconde  équation  demandée. 
Si  l'on  savait  résoudre  les  équations  (I)  et  (II),  on 
déduirait  facilement  des  racines  de  ces  équations  les  va- 
leurs des  coordounécs  a,  p,  y.  En  elTet,  si  l'on  connais- 
sait jjt,  par  exemple,  les  coordonnées  a,  ^,  y  seraient 
données  par  les  formules 

De  même,  si  l'on  connaissait  v,  on  aurait  |i  par  la 
formule 


^      V  m-i-^ 
et  l'on  en  déduirait  a  et  p. 
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2"  Pour  que  l'équation  (1)  soît  réciproque,  Il  raut<|ue 
rs  i-ocfficii;nts  de  di-ux   termes    quelcontjucs   sîlués    n 
;i1c  distance  des  extrêmes  «oient  égaux  et  de  signes 
>i]traires,  e'est-A-dire  que  l'on  ait 


éciuation  qui  exprime  que  le  point  M  doit  se  trouver  sur 
MU paraboloïde  hyperbolique  ayant  pour  plans  princi- 
[Mux  le  plan  dus  xz  et  le  plan  des^z. 

Supposons  cette  condition  remplie  et  cherchons  les 
coordonnées  des  pieds  des  normales  menées  du  point  Al 
au  cylindroïde.  L'équation  (I)  prend  la  forme 

[ji,'a;'_7''-f-2/?t'[j.'  — am'i» —  x'y*  ■=  o, 

ou,  en  groupant  les  termes  et  mettant  (|ji.^ —  1)  eu  fac- 
teur o 


ce  qui  exige  que  l'on  ait 

[j.>—  1  =  o       ou        [i,'^>'  -^  2  m»  [x 
La  première  équation  donne 

1X'=1  Cl  |*'=-l, 

ei  h  seconde 


—  m'- 

^^m^ 

— j- 

r'' 

.y 

~/n'- 

Vm> 

~x' 

r' 

Connaissant  (es  valeurs  de  u,  on  trouve  facilement 
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celles  de 

a,  p,  I')1"'  sont 

-■ 

.    ^+y, 

r= 

ar'-i-y 

i-- 

a' 

a^'-y' 

■i' 

-v/m'- 

-a:' 

'r"} 

(m.-/ 

-M'-X' 

'X' 

■)      ' 

p.      ./('■• 

'-mi-f- 

v^^^ 

V>yï) 

'^ 

-"' 

Vrt*- 

■jt'' 

./., 

2«l'{ 

'  — m*- 

»*— i' 

'J''" 

■) 

Vm'- 

■  ^■' 

•y") 

» 

«i> 

T- '/J^ 

— 'V 

3°  Supposons  que  l'équatîoa(II)  ait  une  raciiie  double 
égale  à  z'.  Les  relations  entre  les  coefGcieats  et  les  ra- 
cines sont  alors 


De  la  première  et  <lc  la  quatrième,  on  tîre 


a')'-H  jj'*y'— 4m> 


7Y=' 


=_  (g''— y+amj')' 
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a,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  troisième,  on  a 


ou,  en  chassant  les  dénominateurs  et  simplifiant, 

î(*''-y'K'-m(a:'»-y>H-amV)(3:''-y")  =  <., 
équation  qui  se  décompose  eu 

La  première  équation  représente  les  plans  bissecteurs 
des  angles  dièdres  xozy  et  xoxj',  et  la  seconde  une 
surface  du  troisième  degré  rencontrant  chacun  des  plans 
s  =  o,  z  =  m  et  z  =  —  m  suivant  deux  droites  situées 
dans  les  plans  bissecteurs  dont  nous  venons  de  parler. 

Supposons  le  point  M  situé  sur  l'une  des  deux  sur- 
faces précédentes.  L'équation  (11)  admet  alors  la  racine 
double  z'  et  les  deux  autres  racines  satisfout  aux  rela- 
tions 

Pour  que  ces  racines  soient  réelles,  il  faut  que  l'on 
ait 

(x'*—y*)*  _|_  (j7''-y-t-awa')'  ^ 

m'                            *''  ' 

condition  qui  est  toujours  satisfaite,  puisque  le  premier 
membre  est  une  somme  de  deux  carrés. 

4°  Pour  savoir  ce  que  représente  l'équation  (II) 
quand  on  y  regarde  f  comme  une  constante  et  x',  y,  z' 
comme  les  coordonnées  d'un  point  variable,  nous  n'a- 
vons qu'à  ordonner  celle  équation  par  rapport  à 
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et  il  résmidre  l'é(|uation  du  second  (litgrê  obtenue.  Oiia 

(7'-m')(ir'*-j''+s,m3'>t 
d'où 

ou,  vn  svparaiit  les  racines  vt  simplifiant, 

j')_yi+am(-t'— f)--!^lfjk  =0, 

équations  qui  teprésenicnt  deux  paraboloïdes  hjper- 
bolii/uef. 

La  m£me  question  a  6lé  résulae,  d'uoc  manière  andogne,  por 
M.  Glapifir,  fiudianl  à  la  Taculté  des  Sciences  de  Montpellier,  tt  par 
M.  Darisicn. 


CORIItSPOSIUIIICE. 


Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  B risse  par  un  Abonné. 

Permcitei-moi  de  vous  sifjnalcr  une  erreur  qui  s'est  glissée 
dans  la  rédaction  d'un  article  dû  k  M.  J.  Collin,  ■  Sur  le  ihco- 
réme  de  Rollc  a,  paru  dans  les  Nouvelles  Annales  du  mois  de 
juin  1887. 

La  deuxième  partie  du  thi-orème  II  donné  par  M.  Collin,  à 
savoir  «  que  pour  jr  =  ±ao  les  polynitnics_/(3:,_y)  et/',  soient 
de  signes  conrmircs  l'un  de  l'autre  e,  me  parait  inexacte. 

Si  l'or  appli(]uc,  en  cflet,  ce  ihéorcnie  ù  l'équation  complèic 
du  troisième  dcRré  x^+px^-i-qx  -*■  r  =  0,  on  arrive  àcefai' 
que  cette  équation  ne  peut  avoir  ses  trois  racines  réelles  si  p 
est  différent  de  o:  ce  qui,  énoncé  sous  une  autre  forme,  nm- 
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irerait  que  l'équalion  du  troisième  degré  ne  pciil  jamais  avoir 

Cette  seconde  partie  est  d'ailleurs  contredite  par  la  troisième 
du  même  théorème.  En  elTct,  /j  et  f^  sont  généralement  du 
rDêmc  degré;  les  racines  de/'^.  devant  être  séparées  par  celles 
dc/^,  il  en  résulte  qu'il  ya  une  racine  dey^  qui  est  ou  bien 
inférieure  à  la  plus  petite  racine  de/j,  ou  bien  supérieure  âla 
plus  grande;  par  exemple,  inférieure  ù  1^  plus  petite  a'.  Dès 
lurs,  pour  x  =  a'  —  e  et  x  =  —  se,  /^.  n'aura  pas  le  même 
signe;  il  en  est  de  même  de  /(x,  y)  si/=  o  e  toutes  ses  ra- 
cines réelles.  Donc,  puisque  pour  x  =  a' —  ^ify  tif{x,y)o\it 
le  même  signe,  ces  polynômes  auront  encore  le  même  signe 
pour  X  =  —  X.  Ce  qui  montre  la  fausseté  de  la  deuxième  par- 
Si  l'on  veut  appliquer  ce  théorème  II,  le  plus  simple,  je  crois, 
sera  de  vérifier  s'il  y  a  une  racine  de/(:E)  =  o  comprise  entre 
—  z  et  la  plus  petite  racine  de/'^,  et  une  autre  entre  la  plus 
grande  de/l,  ei  -t-w- 
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Formules  d'interpolation;  Sur  l'application  de  la  méthode  des 
moindres  carres  ;  par  fi.  CAitvALLO.  Exlra[ts  des  Comptes  rendus  de 
l'Académie  des  Sciences,  t.  CV'I;  188S. 

Sur  les  arcs  des  courbes  planes  algébriques;  par  M.  G.  Huhbert. 
Extrait  du  Journal  de  l'École  Polytechnique,  LVII*  Cahier;  1S87. 

Sur  quelques  propriétés  des  surfaces  coniques;  Sur  les  lignes  de 
courbure  des  cyclides;  par  M,  G.  IIumbert,  Eilraits  de*  Comptes 
rendtu  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  CV  et  CVI  ;  18S7  et  1888. 

Sur  les  courbes  cycliques  de  direction;  par  M.  G.  Huhbert.  Ei- 
trail  du  Journal  de  Jordan,  t.  IV;  1888, 

Théorème  du  carre'  de  l'hypoténuse;  par  M.  A.  Marii£.  Extrait 
.du  Bullettino  de  Boncompagiti,  l.  XX;  1887, 


Page  id5,  ligne  1,  au  lieu  de  forment  une  involution,  lises  déter- 
mioeut  une  involution  à  rayons  doubles  rectangulaires- 
Même  page,  dernier  alinéa,  au  lieu  de  forment  un  Taigceau  en 
involution,  lisez  déterminent  un   faisceau  en   involulion   A  rajons 
doubles  rectangulaires. 


MiH.  les  Auteurs  gui  ont  des  Articles  contenant  des 
figures  sont  priés  de  faire,  sur  papier  lisse,  des  épures 
exactes  de  leurs  figures,  à  échelle  aussi  grande  que 
possible,  de  telle  sorte  qu'on  puisse  les  reproduire  par  la 
photogravure. 
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SOLI]TIO\  DE  U  Q(IESTIS\  PROPOSÉE  AU  CO^COUas 
B'ADMrSSIO^  A  L'ÉGOLE  POIYTECIINIQUE  t\  1888. 

On  donne  un  quadrilatère  plan  OACB  et  deux  séries 
de  paiabolef,  :  les  unes  tangentes  en  A  à  AC  et  ayant 
pour  diamètre  OA,  les  autres  tangentes  en  B  à  BC  et 
ayant  pour  diamiure  OU.  On  demande  : 

i"  Le  lieu  du  point  de  contact  ^I  d'une  parabole  de 
ta  premic/'e  série  avec  une  de  la  seconde  série  ; 

■2"  Indii/uer,  en  laissant  le  triangle  OAB  invaiiable, 
dans  quelle  région  du  plan  doit  être  placé  le  point  C 
pour  que  le  lieu  soit  une  ellipse  ou  pour  qu'il  soit  une 
hyperbole; 

i"  Démontrer,  dans  l'hypothèse  oit  OACB  est  un 
parallélogramme,  que  la  tangente  commune  en  M  aux 
deux  paraboles  pivote  autour  du  point  de  concours  K 
des  médianes  du  triangle  ABC", 

4°  Trouver,  dans  la  même  hypothèse,  le  Ueudupoint 
d'intersection  P  de  la  tangente  en  M  aux  deux  para- 
boles avec  l'autre  tangente  commune  ED  que  l'on  peut 
mener  à  ces  deux  courbes. 

Prenons  OA  pour  axe;  dus  x  ei  Oh  pour  axi;  Jesjj', 
Soient 


les  équations  des  droites  AC  ol  BC;  les  coordonnées  a 
et  ^  du  point  C  oui  pour  valeurs 


Ana.  de  Âfalttèmat.,  3*  ^inK,  t.  VII.  (Juillet  i«S8.) 
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i"  Soient 

<■)  ^'- '^  {-a  *i' -•)"■■ 

les  équations  des  deux  séries  de  paraboles,  X  et  ^  dési- 
gnant des  paramètres  variables.  Les  coordonnées  x  ely 
d'un  point  M  du  lieu,  substituées  dans  les  équations  (i) 
cl  {2),  feront  connaître  les  valeurs  correspondantes  dcX 
el  de  fji,  cl  ces  valeurs  dcvi-ont  vérifier  l'équalîon 

obtenue  en  égalant  les  coefficients  angulaires  des  tan- 
gentes aux  deux  courbes  en  ce  point.  En  écrivant  qu'il 
en  est  ainsi,  on  trouve  qu'un  point  du  lieu  satisfait  à 
l'une  ou  à  l'autre  des  équations 


y+^f^  +  Z_, 


KM-)(?-i-)=" 


L'axe  des  x  correspond  à  l'hypothèse  X^  o,  qui  réduit 
la  parabole  (1)  au  double  axe  des  x,  et  l'axe  des  ^  à 
l'hypothèse  (jl  ^  0,  qui  réduit  la  parabole  (a)  au  double 
axe  des  jy.  L'éijuation  (4')  représente  une  courbe  du 
second  ordre.  On  voit  immédiatement  sur  l'équation  (4) 
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que  celte  courbe  passe  par  les  points  de  rencontre  de 
ta  (Iroile  AC  avec  l'axe  des  x  et  avec  la  droite 

\ab        a'b'/  a'\f>'         b         }  ' 

OU,  en  remplaçant,  dans  cette  équation,  —,  par  sa  valeur 
tirée  de  l'équation  de  AC,  avec  la  droite 

(ïs-^')'-*(J-^)=°' 

c'est-à-dire 

On  verrait  de  mâtne  que  celte  courbe  passe  par  les 
points  de  rencontre  de  la  droite  BC  avec  l'axe  des  y  et 
avec  la  droite 

En  faisant  aliemalivementy  =  o  el  x  =  o  dans  l'équa- 
tion (4),  on  trouve  que  cette  courbe  coupe  l'axe  des  x 
en  un  second  point  dont  l'abscisse  est  '>.b'  et  l'axe  desj^ 
en  un  second  point  dont  l'ordonnée  est  aa'.  On  en  con- 
naît donc  six  points  ;  elle  est  amplement  déterminée. 

a"  Le  genre  de  la  conique  (4)  dépend  du  signe  de 
l'expression 


ou,  en  remplaçant  -;  et  -r>  par  leurs  valeurs  ena  et  ^, 

La  droite  AB  et  l'hyperbole 

(5)  8a?4-6tH-aP-a6  =  o 

séparent  donc  le  plan  en  régions,  telles  que,  si  le  point  C 

est  pris  sur  celles  qui  sont  couvertes  de  hachures,  la 
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conic|ue  est  du  genre  ellipse,  si  le  point  C  est  pris  en 
dehors  des  hachures,  la  courbe  est  du  genre  hyperbole, 


c--Xn 


f": 


tfl-: 


si  le  point  C  est  pris  sur  la  droite  AB  ou  sur  l'hyper- 
bole (5),  la  courbe  est  du  genre  parabole. 
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L'espèce  de  la  coniijue  (4)  dépend  du  signe  de  l'ex- 
pression 

OU,  en  remplaçant  -7  et  j^  par  leurs  valeurs  en  a  et  ^, 
_  (a6a  +  aap  — a6)(6«-)-<ip  — <r6) 

La  droite  A'B',  la  droite  AB  et  les  deux  axes  Oj:  et  O^ 
séparent  donc  les  régions  précédentes  en  portions  telles 
que,  eu  égard  au  signe  du  coeflicient  de  X^, 

J_  ^  a(*-P)_ 

toutes  les  régions  hachurées  correspondent  à  des  ellipses 
réelles,  et  les  auires  à  des  hyperboles.  Les  points  situés 
sur  A'B'  donnent  des  sécantes  réelles,  à  l'exception  du 
point  D  qui  donuc  les  deux  parallèles 

î -4- z  _  —       "^  j^  yi  —  "*  — 

a        b  '        a       b        l~°' 

Les  points  situés  sur  ÂB  donnent  deux  parallèles  indé- 
pendantes de  la  position  qu'ils  occupent, 


excepté  les  points  A  et  B  pour  lesquels  la  conique  (4) 
est  indéterminée.  Les  points  situés  sur  Ox  donnent  les 
deux  droites 

les  points  situés  sur  O^  donnent  les  deux  droites 
et  enfin  l'origine  donne  les  deux  axes. 
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Si  l'on  forme  l'expression 
S  A  +  C-aBcosO 

j       X  r«»-,-aap<:ose-hp'-a«-6p-~(*a  +  op-ai|l  \ 
^  aésin>0.nïp»(a*"  +  aa^  —  ai)  ' 

et  si  l'on  construit  le  cercle 

qui  passe  par  les  points  A  et  B  et  par  les  milieux  des 
distances  au  point  O  des  projections  de  chacun  de  ces 
points  sur  l'axe  qui  ne  le  contient  pas,  la  région  hyper- 
bolique est  partagée  à  son  tour  en  portions  telles  que 
celles  qui  sont  couvertes  d'un  semis  correspondent  à  des 
hyperboles  situées  dans  l'angle  aigu  de  leurs  asymptotes, 
et  les  portions  blanches  à  des  hyperboles  situées  dans 
l'angle  obtus.  Les  points  situés  sur  le  cercle  correspon- 
dent à  des  hyperboles  équilatèrcs,  sauf  ceux  qui  sont  en 
même  temps  sur  Â'B'  ou  sur  les  axes,  qui  correspondent 
à  des  droites  rectangulaires,  et  les  points  A  et  B  déjà 
examinés. 

3°  Pour  que  le  quadrilatère  devienne  un  parallélo- 
gramme, i)  suffit  de  supposer  a'  et  b'  infinis.  En  dési- 
gnant par  X  Ql  y  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu, 
l'équation  (4),  qu'elles  vérifient,  devient 

3  4         4, 

OQ 

(3a:-4a)(3j'-46)  =  io*, 

de  sorte  qu'on  peut  exprimer  les  coordonnées  du  point  M 
à  l'aide  d'un  paramètre  variable  (  par  les  deux  équa- 
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En  substiluant  ces  valeurs  de  x  et  dey  dans  les  cqua- 
Uons  (i)  et  (a),  0110'=  Ô'  =  ao,  on  a 


X  = 

^a((i6  +  a/) 

"=5 

i^ 

('      ' 

de  sorte 

<]ue 

es  équations 

des  deux 

paraboles  variables 

sont 

(7) 

y 

■-|«(«6  + 

«"(5- 

■)  = 

=0, 

(8) 

-1'^ 

^'(f- 

■)  = 

«• 

A  l'aide  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  équations,  formons 
l'équation  de  la  tangente  au  point  M,  dont  les  coor- 
données sont  données  par  les  formules  (ti);  on  obtient 

^-T  =  '(-¥)- 

La  tangente  commune  en  M  passe  donc  pai'  le  point 
indiqué,  et,  de  plus,  le  paramètre  t,  choisi  pour  fixer  les 
deux  paraboles,  se  trouve  être  le  coefficient  angulaire  de 
cette  tangente  commune. 

4°  Les  coordonnées  d'un  point  P  de  la  tangente  en  M 
peuvent,  d'après  l'équation  (9),  s'esprimer  à  l'aide  d'un 
paramètre  variable  Q,  par  les  formules 

(..)  ^-^=«,      ^-^=/o. 

Une  droite  quelconque  issue  de  ce  point,  m  désignant 
son  coefficient  angulaire,  aura  pour  équation 


"('-¥-)■ 
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Tirons  de  celto  écjualioii  la  valeur  de  x  ot  porton»-!» 
dansl'éc]Ualioii(7),  nous  aurons  une  érjuatîoii  du  secouil 
degré  en  y,  i!t,  en  écrivant  qu'elle  a  ses  racines  égales, 
nous  aurons,  pour  déterminer  les  coefficients  angu- 
laires dos  tangentes  issues  du  point  P  à  la  première  p- 
rabolc,  l'équalion 

<{U)  doit  admettre  la  racine  /.  En  divisant  lu  premier 
membre  par  m  —  I.,  on  obtient,  pour  déterminer  le 
coellieient  angulaire  de  la  seconde  tangente,  l'équation 

(la)  (n-3n)m+(2A-(-n(f-i.. 

En  tirant  de  l'équation  (i  i)ia  valeur  de  ^,  en  la  portant 
dans  l'équation  (8)  et  en  opéi'ant  comme  précédem- 
ment, on  a.  pour  déterminer  les  coefficients  angulaires 
des  tangentes  issues  du  point  P  à  la  seconde  parabole, 
l'équation 

(6-+-aa()"»'— ''(a«-t- 3  ll)m  —  (*(û  — '•"*)  =  o- 

qui  doit  admettre  la  racine  t.  En  divisant  te  premier 
membre  par  m —  (,  ou  obtient,pour  déterminer  le  coef- 
ficient angulaire  de  la  seconde  tangente,  l'équation 

(i3)  (i-Hafif)m-t-/(é  — 3(fl)  =  o. 

Si  l'on  exprime  que  les  équations  (12)  et  (i3)  eut  la 
mùme  racine,  on  aura,  pour  déterminer  6,  l'équation 

ou 

()/>0ï- 3(6 -t.  rtO'l  ~  ^e» -+- "')'  =  o. 

qui  fera  connaître  deux  valeurs  de  0  correspondant: 
l'une  au  point  M,  l'autre  au  {H>int  P.  Cette  équation 
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résolue  donne 

La  première  valeur,  substituée  dans  les  équations  (io), 
donne  les  coordonnées  {r>)(Iu  point  M;  la  seconde  fait 
donc  connaître  les  coordonnées  du  point  P, 

En  éliminant  ;  entre  ces  deux  dernières  équations,  on  a 
l'é(|uation  du  lieu  décrit 

Zxy—  bx—ay  =  a. 

C'est  une  hyperbole  dont  les  asymptotes,  parallèles  aux 
axes,  passent  par  le  point  de  concours  des  médianes  du 
triangle  AOB;  elle  admet  pour  tangente  à  l'origine  une 
parallèle  à  AB;  elle  est  donc  amplement  déterminée. 

En  substituant  la  valeur  trouvée  pour  6  dans  l'une  ou 
l'autre  des  «(|uations  {13)  et  (i3),  on  obtient 


et,  eu  remplaçant  m  et  'J  par  ces  valeurs    dan*  l'équa- 
lîon  (t  1),  on  a  l'équation  de  la  tangente  commune  DE 

3/(aA+a/)3^-)-3(ft-t-2aO^  +  (A  — flï)'  =  o. 

En  l'ordonnant  par  rapport  à  ï, 

on  voit  qu'elle  enveloppe  la  courbe 

(36i- -)- 3<i7— <ii)>— n6(3x  +  o)  (37 -t- 6)  =  o 
ou 

6':c'h-  abry  ■+■  a'_>'' —  ab''x  —  a'^by  =  o. 
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C'est  une  ellipse  cîrconscrîle  au  triangle  AOB,  ayaal 
pour  tangente  à  l'origine  une  parallèle  à  AB,  et  dont  le 
centre  est    au    point    de    concours    dos    médianes   du 
triangle  AOB;  elle  est  donc  amplement  déterminée. 
Ch.  B. 


mmm  de  u  question  dalgèbre  proposée 

POUR  L'ADHISSION  k  L'ÉCOLE  NORMALE  SCPÉRIEVRE  IS  1888. 


Un  polynôme  f{x)  de  degré  n  vérifie  l'identité 

1°  Chercher  les  coefficients  de  f{x),  ordonné  sui- 
vant les  puissances  de  {x  —  a); 

2°  Chercher  les  conditions  de  réalité  des  racines  ; 

3"  Prouver  que,  si  b^  est  la  valeur  absolue  de  i,  les 
racines  def{x)  sont  comprises  entre 


«Y^i^..,   .^"^ 


i"  Le  développement  Ac /{x),  ordonné  suivant  les 
puissances  de  x  —  a,  est 


Les  coefficients  à  chercher  sont  donc  fio),/'{a). 
De  l'identité 
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OD  tir«,  par  des  dérivatÏDQS  successives,  les  ideatités 

/  ('■-l)/'(l)  =  («'-n)/'(»)-K'/-(»), 

(î)    1  («-;'  +  ')/'-'(*)  =  (»-«)/»<>')*'/>■"(»), 

d'où,  en  remplaçant  x  par  n, 

»/(«)-»/■(■■), 
(»-■)/(«).  6/-(o), 

1/"-' (»)  =  6/-<«), 
/.-i(o)  =  o. 
On  a  donc 

/-'(«)-/—(«)=/»-'('■)-■  -o. 


/(*J     y   («J^       „.        +a     («-a)!    ^a.4    («-4)! 


..4-6    («  — 6)! 


3°  Si  b  est  posilif  et  si  n  est  pair,  tous  les  termes  de 
/^(x)  sont  de  même  signe,  quelle  que  soit  ta  valeur 
réelle  attribuée  à  x,  et  l'équation  f{x)  ^  o  a  toutes 
ses  racines  imaginaires. 

Si  b  est  positif  et  si  n  est  impair,  il  suffit  de  supprimer 
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le  facteur  x  —  fJ,  commun  à  tous  les  tcrmns  àefix), 
pour  être  ramené  au  cas  précédont.  L  e(] nation ^(j:)  =o 
n'a  Jonc  qu'une  racine  réelle  a. 

Si  è  est  nul,  l'équation /(x)  ^^  o  a  toutes  ses  racines 
réelles  et  égales  à  a. 

Si  b  est  négatif,  les  identités  (i)  et  (a)  montrent  que 
la  suite  de  Sturm,  relative  à  f{x),  est  complète  et  se 
compose  des  polynômes 

/(^),    /(^i.    /'(:r),      ...,    /-(:r). 

dont  les  premiers  cocflicients  sont  tous  de  même  signe. 
L'équation  f(x)  =  o  a  donc  toutes  ses  racines  réelles 
et  distinctes. 

3°  Quand  l'équation  f{x)  =  o  n'a  qu'une  racine 
réelle  a,  celte  racine  est  évidemment  comprise  entre  les 
nombres  indiqués  ;  ces  nombres  se  réduisent  d'ailleurs 
à  a  quand  l'équation  a  toutes  ses  racines  égales  à  a  ;  il 
suffit  donc  d'examiner  le  cas  où  toutes  les  racines  sont 
réelles  et  distinctes. 

Engroupantles  termes  deus  par  deux,  à  partir  du  pre- 
mier, et  en  remplaçant  Â  par — ft,,  l'équation  peut  s'écrire 


-<j)(n-»)       loj 
Le  premier  eroebet  sera  positif  si   la  fraction  — _     - 
est  supérieure  à  -^;  mais  alors  tous  les  autres  crochets 
le  seront  aussi,  car  le  premier  terme  de  cbaque  crocbet 

est  supérieur  à  r—^ comme  ayant  un  dénominateur 

-  conune 
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ayant  un  dénominateur  plus  grand,  hvs  puissances  de 
(x  —  a)  qui  précùdont  cliaquo  crochet,  el  le  terme  (|ai 
teste  seul,  si  les  termes  di;f[x)  sont  en  nombre  impair, 
sont  tic  même  parité.  Toute  valeur  du  x  qui  satisfait  à 
rinégalité 

rend  donc  tous  les  termes  de  f{x)  de  même  signe,  et, 
[lar  suite,  ne  peut  être  racine;  il  eu  résulte  que  les  ra- 
cines dey(  x)  sont  comprises  entre  celles  du  l'équation 

(2:~aV       h,  _ 

(«-!)«  2  "■ 

r  est-à-dire  entre  les  nombres  indiqués.  Ch,  B. 


SOLUTION  GEOMETRIQUE  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE 

AU  CONCOURS  (iÉ.\ÉRAL  DE  1883; 

Par  m.  EnsEST  MALO, 

Capitaine  du  Génie  à  Besançon. 

Par  In  centre  d'une  surface  du  second  ordre,  on 
mène  t/eiix  demi-diamètres  rectangulaires  OM,  ON  ; 
on  propose  de  démontrer  que  L'ensemble  des  droites 
MN  t/ni  passent  par  un  point  fixe  I  forme  un  cône  du 
second  ordre  et  de  trou<^er  sous  quelles  conditions  ce 
cône  sera  de  révolution.  On  propose,  en  second  lieu,  de 
démontrer  que  toutes  les  droites  MN  (fut  sont  dans  un 
même  plan  II  sont  tangentes  à  une  même  section  conique 
/•t  de  trouver  comment  doit  être  choisi  ce  plan  pour 
que  cette  conique  soit  une  parabole  ou  un  cercle. 

Je  m'appuierai  sur  ce  ihéorème  connu  i 
La  somme  des  inverses  dos  carres  de  deux  demi- 
diamètres  rectangulaires  OM,  OiV  est  constante. 
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Comme,  dans  un  Inanglc  rectangle,  )a  somme  des 

inverses  des  carrés  des  cAtés  est  égale  à  l'inverse  du 

carré  de  la  hauteur  relative  à  riiypoténuee,  ladroîtcMK 

enveloppe  un  cercle  ayant  son  centre  en  O  et  un  rayon 

égal  à   ,-"-—• 

Réciproquement,  si,  entre  les  inverses  des  carrés  de 
deux  rayons,  OM,  ON,  rectangulaires  ou  dirigés  sui- 
vant la  même  droite,  on  a  la  relation 


et  si  M  décrit  une  conique  ayant  O  pour  centre,  il  en 
sera  de  même  de  N,  et  les  deux  coniques  auront  mêmes 
directions  d'axes. 

Cela  rappelé,  considérons  un  plan  passant  par  la 
droite  01  :  ce  plan  coupera  la  surface  du  second  ordre 
suivant  une  section  conique  à  laquelle  correspondra  un 


cercle  enveloppe  des  droites  MN  de  ce  plan;  par  consé- 
quent, il  y  aura  deux  de  ces  droites  qui  passeront  par  J 
et  qui  seront  également  inclinées  sur  01,  et,  d'après  ce 
qui  précède,  en  désignant  par  OG  le  diamètre  dirigé 
suivant  01  et  par  OH  le  diamètre  perpendiculaire,  U 
relation 
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(  i'9) 
OÙ  01  et  OG  sont  constants,  oblige  \t;  point  K  à  décrire 
une  section  conique  ayant  môme  centre  et  mêmes  di- 
rections d'axes  <]ue  la  conique  décrite  par  H  lorsque  le 
plan  tourne  autour  de  01.  Les  droites  MN  menées  pari 
sont  donc  sur  un  cône  du  second  ordre,  et,  pour  que  ce 
côae  soit  de  révolution,  il  faut  que  le  rayon  OP  soit 

constant,  c'est-à-dire  que  — ,  -+-  - — ■=  soit  constant,  et, 

OG  OH 

comme  OG  est  constant,  que  OH  soit  aussi  constant. 
En  d'autres  termes,  il  faut  que  le  point  I  ait  été  cboisi 
sur  l'axe  de  l'un  des  systèmes  de  plans  de  sections  cir- 
culaires. 

Si,  au  lieu  de  considérer  les  droites  MN  qui  passent 
par  un  point,  on  considère  celles  qui  sont  dans  un  plan, 
il  est  clair  qu'elles  enveloppent  une  section  conique, 
car,  considérant  un  point  I  dans  ce  plan,  on  peut  de  ce 
point  mener  deux  tangentes  et  deux  seulement  à  l'enve- 
loppe, puisque,  d'après  ce  qui  précède,  le  point  I  est  le 
sommet  d'un  cane  du  second  ordre  qui  sera  coupé  par 
le  plan  suivant  deux  génératrices  et  seulement  deux. 
Je  suppose  maintenant  que  1  soit  sur  la  droite  à  l'infîni 
Fig.  3, 


<lu  plan.  Le  cône  dégénère  en  un  cylindre  et  la  sec- 
tion droite  de  ce  cylindre  s'obtiendra  en  menant  d'abord 
les  trois  diamètres  i-cctaiigulaires  :  OG,  dirigé  suivant 


,,  Google 


OI;  OP.,  perpendiculaire  à  01  el  parallôle  au  plin 
donné;  OH,  pcqiondiculairc  à  ce  plan  ;  puis  les  droilo 
EG  et  HG,  enfin  les  perpendiculaires  OP  et  OQ  que 
l'on  rabattra  en  OP, ,  OQ,  suivant  Ot:  et  OH  ;  P,  et  Q, 
seront  deux  points  de  la  section  droite  cliercliée  doni 
on  connaît  déjà  le  ceutre  et  les  directions  axiales,  qui 
sont  les  uiÙDies  que  celles  de  la  section  EOH,  de  sorle 
qu'elle  est  coniplètcment  déterminée.  La  trace  du  plan 
sur  le-plan  EOH  est  une  droite  MM'  parallèle  à  OE,  et, 
si  l'enveloppe  des  droites  MiV  est  une  parabole,  un  des 
points  d'intersection  M,  M' de  la  di-oite  MM' avec  la  sec- 
tion droite  du  cylindre  01  est  à  l'iniini,  puisque  l'on  ne 
peut  mener  h  une  parabole  qu'une  tangente  parallèle 
k  une  direction  donnée.  OE  est  donc  une  asymptote  de 
la  section  droite  du  cylindre,  c'est-ii-dirc  que  le  segment 
OQi  est  infini  :  cela  exige  que  les  segments  OE  el  OG 
soient  de  même  infinis,  c'est-à-dire  que  le  plan  GOE 
coupe  le  cône  asymptote  de  la  surface  suivant  deux  gé- 
nératrices rectangulaires.  On  a  donc  l'énoncé  suivant  : 

Les  cordes  d'une  suij'avc  du  second  ordre,  vues  du 
centre  sous  un  angle  droit  et  situées  dans  un  même 
plan,  enveloppent  une  parabole  lorst/ue  la  conitfue 
tl' intersection  du  plan  et  de  la  surface  est  une  hyper- 
bole cquilatère. 

Je  elierehe  maintenant  à  quelles  eoudilious  l'enve- 
loppe des  cordes  MiV  situées  dans  un  même  plan  II  sera 
un  cercle.  Une  condition  auflisantc  est  évidemment, 
comme  on  l'a  remarqué  de  prime  abord,  que  le  plan 
passe  par  le  centre  ;  mais  cette  condition  n'est  pas  né- 
cessaire. Les  tangentes  menées  d'iui  point  I  du  plan  â 
l'enveloppe  des  cordes  MM  de  ce  plan  sont,  comme  ou 
l'a  observé,  les  génératrices  suivant  lesquelles  le  cône 
des  droites  AIN  qui  passent  par  1  exl  coupé  par  le  plan  H, 
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Cl  ces  génératrices  forment  une  conique  évanouissante 
semblable  !»  la  conique  de  dimensions  finies  suivant 
laquelle  le  cône  I  est  cou|)é  par  un  plan  parallèle  à  H. 
Si  donc  celle-ci  est  un  cercle,  l'aiilre  sera  un  point- 
cercle  doublement  tangent  à  l'euveloppedes  cordes  MN 
du  plan  n,  c'est-à-dire  un  des  quatre  foyers  de  cette 
eaveloppe,  qui  sera  un  cercle  si  les  foyers  coïncident. 
Or  il  est  facile  de  voir  que,  lorsque  le  point  I  se  déplace 
sur  une  droite  passant  par  l'origine  01,  les  directions 
des  plans  de  sections  cii-culaires  du  c6nu  (I,  MN)  ne 
changent  pas. 

En  effet,  soient  OG  le  diamètre  passant  par  I,  OH  et 

OB  les  axes  de  la  conique  intersection  de  la  surface 

avec  le  plan  diamétral  perpendiculaire  à  OI  :  le  cAne  I 

coupera  ce  plan  suivant  une  conique  dont  les  axes  Oll| , 

Fig.  3. 


0E|  seront  dirigés  suivant  OH  et  OE,  comme  on  a  vu, 
et  s'obtiendront  en  décrivant  les  cercles  de  centre  O  et 
de  rayons  OP,  OQ  tangents  à  Gll  et  à  GE,  puis  en 
meiiaut  de  1  les  tangentes  à  ces  cercles.  Les  sections 
circulaires  du  cône  I  s'obtiendront  ensuite  eu  décrivant 
une  splière  de  centre  O  et  de  rayon  OP;  soit  R  un  des 
points  où  cette  sphère  coupe  lE,  et  soit  J  la  projection 
de  P  sur  01;  PJR.  est  un  plan  de  section  circulaire  et 
l'angle  de  JR  avec  OE,  est  manifestement  égal  à  l'angle 
QOR.  I<c  cosinus  de  cet  angle  étant  mesuré  par  le  rnp- 
Ann.  de  Matliêmal.,  3-  airie,  i,  VII.  (Juillet  i868.)  ai 
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port  T^  qui  est  constant,  la  direction  de  JR  est  inva- 
riable, comme  on  l'avait  anuoncti.  De  là  résulte  la  pro- 
position suivaule  : 

Si,  du  centre  de  la  surface,  on  fait  sur  un  plan 
quelconque  la  perspective  des  coniques,  enveloppes  des 
droites  MN,  dans  les  plans  parallèles  nu  plan  choisi, 
on  obtient  un  système  de  coniques  homofocales. 

En  particulier,  sur  un  plan  de  section  circulaire  les 
loyers  réels  du  syslème  sei-ont  le  centre  de  la  section 
et  la  projection  du  centre  de  la  surface  sur  le  plan.  On 
voit  aussi,  et  c'est  ce  qu'il  importe  surtout  de  remar- 
quer, que  si  l'enveloppe  des  droites  MN  d'un  plan  n 
est  un  cercle,  il  en  sera  de  même  pour  tous  les  plans 
parallèles.  II  suffît  donc  de  trouver  une  seule  position 
convenable  pour  II.  Or  il  est  évident  que,  si  l'on  en  a 
trouvé  une,  si  un  plan  II  est  situé  convenablement  par 
rapport  à  la  surface  donnée  S,  en  construisant  la  iigure 
à  une  échelle  différente,  on  aura  un  plan  TI'  homologue 
de  n,  qui  sera  également  placé  comme  on  le  demande 
à  l'égai-d  de  la  surface  S'  homologue  de  S;  mais  tout 
plan  n  parallèle  à  II' est  aussi  convenablement  situé  par 
rapport  à  S  :  on  peut  donc  considérer,  pour  déterminer 
les  conditions  du  problème,  n'importe  quelle  surface 
homothétique  à  £,  en  particulier  son  cône  asymptote. 
Mais,  à  l'égard  de  celui-ci,  les  plan.<i  qui  le  eoupent  sui- 
vant des  génératrices  rectangulaires  enveloppent  uncône 
du  second  ordre  F  dont  il  s'agit  seulement  de  trouver 
les  plans  de  sections  circulaires,  et  c'est  à  quoi  l'on  par- 
viendra sans  dîlliculté  de  la  même  façon  que  ci-dessus. 

En  écrivant  l'équation  de  la  surface  donnée  sous  la 
forme 

\x'+  B^ï-t-G:'=  I, 
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les  équations  des  plans  centraux  ap^iartcnant  aux  sys- 
tèmes cherches  seront 

(,\._B')j->  +  (Cî-B>)3'=o, 

(A'— C')-i^'-i-(B'— Gi)i'  =  o. 
Si,  comme  on  te  suppose  orJinaîremuni,  A,  B,  C  sont 
rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante,  les  deux  der- 
niers systèmes  sont  imaginaires. 

Ou  |)cut  aussi,  pour  déterminer  les  systèmes  de 
plans  n,  se  servir  de  la  méthode  suivante,  qui  m'a 
été  indiquée  par  M.  le  lieutenant -colonel  du  Génie 
Percin. 

Deux  points  M  et  N,  vus  de  l'origine  sous  un  angle 
droit,  sont  conjugués  par  rapport  à  la  sphère  évanouis- 
sante ayant  pour  centre  l'oiigine,  et  si  la  droite  MN 
doit  rester  dans  un  plan  fl,  ces  points  M  et  IV  seront, 
en  particulier,  conjugués  par  rapport  au  cercle  imagi- 
naire suivant  lequel  ce  plan  II  coupe  la  sphère,  cercle 
(jui  a  pour  centre  la  projection  O,  de  O  sur  le  plan  II  cl 
poiy  rayon  OOt  \/ — i-  Ainsi,  le  problàme  de  trouver 
l'enveloppe  des  droites  MN  vues  du  centre  sous  un  angle 
droit  et  situées  dans  un  plan  U  est  un  cas  pai-licuh'er  de 
relui  où  l'on  se  pi-opose  de  trouver  l'enveloppe  des 
di-oites  divisées  hannoniqucment  par  deux  coniques  S 
et  S'.  Cette  enveloppe  est  une  conique,  comme  on  le  sait 
d'ailleurs;  mais  les  considérations  suivantes  l'établissent 
également.  En  elTet,  soit  à  trouver  les  droites  iMN  qui 
|>assent  par  un  point  I  de  la  conique  S'  :  il  surfit  évï- 
<l(.'iiiuient  de  prendre  les  points  ^  et  [*'  où  la  ]>olairc 
df  I  par  rapport  à  ta  conique  S  rencontre  la  conique  S' 
et  de  les  joindre  au  point  1.  Si  ^  et  (ji'  coïncident,  I  est 
un  point  de  l'enveloppe  cherchée,  et,  cointnc  la  droite 
fijjL'  enveloppe  une  conique,  polaire  réciproque  de  S'  par 


,,  Google 


(3M) 
rapport  à  S,  cela  aura  lieu  (juatrc  fois,  puisque  dvnx 
couiqucs  adiiicttont  quatrit  tangentes  communes.  De 
tout  cela  résulte  que  l'enveloppe  des  droites  MJV  ne 
peut  être  qu'une  conique.  Pour  que  cette  conique  soit 
un  cercle,  il  faut,  à  supposer  que  S'  soit  un  cercle  aussi, 

Fig.  4. 


que  deux  de  leurs  points  d'intersection  soient  les  points 
cin^ulaires  à  l'inCuï  :  ainsi,  dans  cette  hypothèse,  les 
polaires  des  points  circulaires,  prises  par  rapport  à  la 
conique  S,  touchent  le  cercle  donné  S'.  Or  ces  polaires 
sontconnues  :  ce  sont  les  droites  qui  joignent  le  centre 
de  S  aux  points  de  contact  des  tangentes  issues  des 
points  circulaires,  c'est-à-dire  aux  deux  points  situés 
sur  la  directrice  de  part  et  d'autre  du  grand  axe  à  ta 

distancée  -^  ■  ■  ■  ■  ■  •  a  et  3  désignant  les  demi-longueurs 

d'axes  de  la  conique  S.  Puisque  le  cercle  S' leur  est  tan- 
gent, son  centre  est  sur  l'axe  :  on  voit  donc  d'abord  que 
les  plans  II  chercliés  sont  parallèles  à  un  axe  principal 
de  la  surface  donnée.  En  considérant  ensuite  la  condi- 
tion de  distance,  on  trouve  aisément  que  les  plans  11 
doivent  faire,  avec  la  direction  du  diamètre  conjugué, 
un  angle  <o  déilui  par  la  relation 
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a  et  6  étant  les  axes  de  la  section  Taîte  dans  la  surfaci; 
par  celui  des  plans  II  qui  passe  par  le  centre.  On  trouve 
alors  pour  les  équations  des  trois  systèmes  centraux 


(5î-5ï)^'+(i-5ï)' 


comme  précédemment. 

La  méihodc  qui  vient  d'être  exposée  est  surtout  com- 
mode pour  étudier  les  généralisations  qu'on  peut  tenter 
de  donner  du  problème;  par  exemple,  pour  étudier  la 
surface  décrite  par  les  droites  MN  qui  s'appuient  sur 
deux  droites  M'N',  M"W,  vues  eltes-niémes  du  centre 
sous  un  angle  droit,  et  les  relations  que  cette  surface, 
qui  est  du  second  ordre,  a  avec  la  surface  donnée. 

Vote,  —  Noas  aToni  reçu  aaui,  de  H.  AI.  Aubry,  élève  du  lyc^e 
de  Lille,  une  excellente  solutioo  analytique. 


SOLimo\  GÉOMÉTRfQlE  DE  LA  OUESTION  PROPOSÉE 
POUR  L'ADMISSIOK  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  EN  1887; 

Pab  m.  Paul  PAYET, 
ÈMie  du  Collège  StanUtas. 


On  considère  toutes  les  coniques  ^ui  ont  un  foyer 
en  un  point  donné  F  et  qui  passent  par  deux  points 
donnés  A  et  B  : 

1°  Montrer  que  ces  coniques  forment  deux  séries 
telles  que  pour  toute  conique  d 'une  série  la  directrice 
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conasftondant  au  foyer  F  passe  par  un  point  fixe  di 
la  droite  AB,  situé  entre  A  et  M;  tandis  que,  pour  toute 
conique  de  l'autre  série,  la  directrice  correspondant 
au  foyer  F  passe  par  un  point  fixe  de  la  droite  4B, 
non  situé  entre  A  et  îî. 

a"  Trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  coniques  et 
montrer  qu'il  se  compose  de  deux  coniques  hoinofo- 
cales. 

3"  Prennnl  un  point  C  sur  le  lieu  précédent,  recon- 
nattre,  d'après  la  position  qu'il  occupe  sur  ce  lieu, 
si  la  conique  considérée  dont  le  point  C  est  centre 
est  telle  que  les  points  A  et  li  soient  sur  une  même 
branche   ou  sur  deux  branches  différentes  de  cette 

4°  Si  le  point  C  est  tel  que  les  points  A  ef  B  sont  sur 
une  même  branche  de  la  conique  considérée,  recon- 
naitre,  d'après  la  position  du  point  C,  si  cette  conique 
est  du  genre  ellipse  ou  du  genre  hyperbole,  et,  dans  ce 
dernier  cas,  si  les  points  \  et  S  sont  sur  la  branche 
voisinede  F  ou  sur  l'autre. 

t"  CoiisîdJfons  le  foyer  F  ei  les  Jeux  [joints  A  ei  H 
.  donnés;  jotifiions  FA  el  Fli  et  menons  les  bissectrices 
lies  angles  en  F  :  l'iine  rencontre  Alï  en  M  situé  entre 
A  L-t  B,  et  l'autre  en  N  situé  en  deliors  de  AI3. 

Or  on  sait  que,  si  d'un  point  situé  hors  d'une  co- 
nique un  mène  les  tangentes  à  celte  courbe,  le  point  où 
la  directrice  correspondant  à  l'un  des  foyers  rencontre 
la  corde  des  contacts  appartient  à  la  bissectrice  de  l'angle 
sous  lequel  on  voit  du  foyer  la  distance  des  points  de 
contact,  si  ces  points  sont  sur  des  branches  différentes, 
et  à  la  bisseelriee  de  l'angle  extérieur  si  ces  points  sont 
sur  une  niâme  brandie. 

D'après  cela,  comme  AU,  FM  cl  FiV  sont  lixes,  le 
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point  M  est  un  point  Qxe  commun  à  loulea  îes  direc- 
trices correspondant  au  foyer  F  des  coniques  pour  les- 
quelles A  et  B  sont  sur  des  branches  dillérentcs,  cl  le 
point  N  est  un  point  lixc  commun  à  toutes  les  directrices 
des  coniques  pour  lesquelles  A  et  B  sont  sur  une  même 
branche. 

La  première  partie  de  l'énoncé  se  trouve  ainsi  dé- 
mou  tréc. 

3°  Pour  construire  un  centre  quelconque  et  trouver 
le  lieu  de  ce  point,  on  pourrait  appliquer  le  théorème 
déjà  cilé;  mais  on  peut  arriver  plus  simplement  au  ré- 
sultat en  s'appujant  sur  la  propriété  suivante  : 

Dans  une  conitjue,  le  diamètre  conjugué  d'une  di- 
rection de  cordes  et  la  perpendiculaire  abaissée  d'un 
foyer  sur  ces  cordes  concourent  sur  la  directrice  cor- 
respondant aafoyer  considéré  ('). 

Considérons  aiors(Jig.  i  )  une  direction  quelconque  M II 


(•)  En  cITeC,  soient  FM  une  corde  et  PC  la  perpendiculaire  menée 
par  le  foyer  F.  Ces  deux  droites  i!lant  reclan gulaircs  et  passant  par 
le  foyer,  KC  contient  le  pôle  de  l''M.  Ce  p6le  est  aussi  sur  le  diamèlrc 


conjugué  OC  de  FM  ;  il  est  cnfiD  sur 
par  le  foyer  F.  . 

Donc  OC  et  FC  concourent  sur  la  directrice  correspondant  il  F. 
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passant  parM  (A  et  1)  sont  sur  des  branches  dilTé rentes). 
Le  ccnti'O  se  Uouvc  d'abord  sur  l'axe  FC  mené  par  F 
perpcndJculairemctU  à  la  directrice,  il  se  trouve  ensuite 
sur  le  dtjiuèlre  conjugué  de  Alî.  qu'on  obtient  eu  joi- 
gnant, d'après  la  propriété  citée,  le  milieu  O  de  AB  au 
point  li  où  la  directrice  Mli  reucontre  la  purpcutlicu- 


lairc  FP  n  AB.  Le  centre  est  donc  le  point  C.  Or  ce 
point  se  trouve  coustammeut  sur  les  droites  FC  et  OC 
(|ui  pivotent  autour  des  points  fixes  O  et  F.  Ces  droites 
l'ornient  deux  faisceaux  liouiograpliiques,  car  à  toute 
droite  du  l'undes  faisceaux  correspond  une  et  une  seule 
droite  de  l'autre,  et  réciproquement. 

Le  lieu  du  centre  des  coniques  dont  la  directrice 
passe  eu  M  est  donc  une  conique  passant  en  F  et  O.  De 
pins,  si  nous  plaçons  MU  suivant  AB,  le  point  C  vient 
en  P,  et  si  MH  devient  perpendiculaire  à  AB,  C  se  con- 
fond avec  Q.  La  conique  est  donc  circonacrite  au  rec- 
tangle OPFQ,  et  son  centre  est  le  centre  D  du  rectangle. 
Si  MH  se  place  suivaut  MF,  C  vient  en  F,  FC  se  place 
suivant  FjV,  seconde  bissectrice,  et  FC,  coupant  la  co- 
nique en  deux  points  confondus  en  F,  est  tangente  en 
ce  point;  des  raisons  de  symétrie  nous  donnent  les  tan- 
gentes en  O,  P  PI  Q.  Cette  conique  est  une  ellipse;  car, 
pour  qu'elle  eût  des  points  â  l'iuiiui,  il  faudrait  que  P'C 
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cL  OC  pussent  devenir  parallèles  ou  OC  devenir  per- 
pendiculaire à  MH.  Or  P,  M  cl  O  étant  les  pieds  de 
la  hauteur,  de  la  bissectrice  intérieure  et  de  la  médiauc 
issues  de  F,  M,  pied  de  la  bissectrice,  se  trouve  entre  M 
utO.  Par  suite,  H  étant  toujours  à  l'extérieui'  du  cercle 
décrit  sur  MO  comme  diauiètre,  l'angle  MHO  n'est  jamais 
droit,  et  )a  conique  n'ayant  pas  de  points  à  l'inGui  est 
nue  ellipse. 

On  prouverait  d'une  manière  identique  que  le  lieu 
du  ceutrc  des  coniques  dont  la  directrice  passe  en  FJ  est 
une  conique  circonscrite  au  rectangle  OPFQ,  sa  tan- 
gente en  F  est  la  première  bissectrice  FM;  la  symétrie 
nous  donne  les  trois  autres  tangentes.  Les  deux  coniques 
l'omposant  le  lieu  des  centres  sont  donc  circonscrites 
au  même  rectangle  cl  orthogonales  aux  sommets  de  ce 
rcciangle,  car  les  bissectrices  FM  et  FN  sont  rectangu- 
laires. Par  suite,  d'après  une  propriété  connue,  les  deux 
coniques  sont  bouiofocales,  et,  l'une  étant  une  ellipse, 
I  autre  sera  une  hyperbole. 


Nous    pouvons    d'ailleurs    trouver    directement    les 
asymptotes  de  cette  hyperbole.  En  ellet,  dans  ce  cas,  le 
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point  P,'  pied  de  la  hauteur,  est  forcément  entre  O  et  N  : 
l'angle  OHN  sera  donc  droit  lorsque  H  viendra  aux 
point  I  et  r  où  FP  coupe  le  cercle  décrit  sur  ON  comme 
diamètre.  Les  directions  asymptoliques  sont  alors  Ol 
et  01',  et,  comme  le  centre  est  en  D,  uous  avons  les 
asymptotes  en  position. 

3°  D'après  la  génération  même  du  lieu,  nous  voyons 
que  l'ellipse  est  le  lieu  des  centres  des  coniques  pour 
lesquelles  A  et  B  sont  sur  des  branches  dillérentes,  c'est 
donc  un  lieu  de  centres  d'hyperboles. 

L'hyperbole  est  au  contraire  lu  lieu  des  centres  des 
coniques  pour  lesquelles  A  et  B  sont  sur  une  même 
branche;  il  peut  y  avoir  des  centres  d'ellipses  ou  d'hy- 
perboles :  nous  allons  les  séparer. 

4°  Nous  savons  que,  dans  tout  lieu  de  centres,  les 
centres  de  paraboles  séparent  les  centres  d'ellipses 
des  centres  d'hyperboles.  Or,  dans  notre  question,  il 
n'y  a  que  deux  paraboles,  toutes  deux  véritables,  ré- 
pondant aux  données,  et  il  y  en  a  une  dans  chaque  série 
de  coniques.  Leurs  centres  se  trouvent  à  l'infini  sur  les 
branches  de  l'hyperbole;  l'une  des  branches  se  compose 
donc  de  centres  d'ellipses,  l'autre  de  centres  d'hyper- 
boles, et,  comme  le  point  F  est  le  centre  de  l'hyperbole 
l'éduite  aux  deux  droites  FA  et  FB,  la  branche  de 
gauche  est  formée  des  centres  d'ellipses,  la  branche  de 
droite  des  centres  d'hyperboles. 

Voyons  maintenant  daus  quel  cas,  pour  les  centres 
d'hyperboles,  A  et  B  sont  sur  la  branche  voisine  de  F 
ou  sur  la  branche  opposée. 

Pour  que  A  et  B  soient  sur  la  branche  opposée  à  F, 
il  faut  que  la  directrice  issue  de  N  laisse  d'un  côté  le 
foyer  F  et  de  l'autre  A  et  B;  cette  directrice  sera  donc 
comprise  entre  FiV  etNA,  et  l'axe  qui  lui  est  perpendi- 
culaire sera  compris  entre  FM  et  FiV.  Donc  les  points 
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(kl  lÏL'ii  situvs  «litre  F  et  H  sont  les  centres  [muv  1osc|iu 
A  cl  li  sont  sur  la  branche  e>ppos4;o  à  F. 
rig.  î. 
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SOLVTrON  DES  QUESTIONS  PBOPOSÉBS 

Al   CONCOURS    D'ÀGRfiSATION   DE    1883; 

PAn  M.  MORET-BLANC. 


MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIKES. 

Trouver  la  hauteur  AB  et  les  hases  AD,  BC  d'un 
trapèze  rectangle  ÂBCD,  connaissant  la  longueur  t  âa 
côté  oblique  CD,  l'aire  a*  du  trapèze  et  le  volume 
jn&'  engendré  par  la  révolution  de  la  Jigure  autour 
de  CD. 

Disenter  les  formules  trouvées  et  déterminer  le  mi- 
nimum et  le  maximum  de  b*.  On  examinera  les  cas 
particuliers  suivants  : 

l  =  a,        t=la. 

Prolongeons  AB  et  DC  jusqu'à  leur  renconire  en  E; 
abaissons  CF  perpendiculaire  sur  AD  et  AH  perpendi- 
culaire sur  DE. 

Posons 

AB  =  a;,        AD  =^,        BC  =  a,' 

et  soit_j'>  z. 

Les  triangles  seoiblables  ADE,  CDP,  ADII  douneiit 

DE  _     r  A"  _  J' 

l    ~ y-  =  '  X   ~V 

d'où 

y~z  t 

On  9 

vol.  BCE=vo!.  ADEx  —, 


,,  Google 


(  333  ) 
et 

vol.  ABCD  =  vol.  ADE-voI.  BGE=;iî-'^=î^— î^, 

™l.ABCD-i.ï!l£±fl±il'. 

G:la  posé,  on  a,  d'après  les  données  du  la  question, 

(I)  a^»+(^-a}"=;', 

(a)  ar(/-t- j)  =  aa', 

(3)  j;«(^>+^^  +  ^')  =  «>; 

puis,  par  ta  combinaison  de  ces  deux  dernières  équa- 
lions, 

(5)  ip»(^  — «)»=  i«>— iao*=4C«'— 3«'). 

On  a  la  somme  et  le  produit  des  deux  quantités  or*  cl 
{y  —  z)*,  qui  sont  les  racines  de  l'équation 


'*■ 

Ulf 

-3o*) 

=  0, 

l--^s/l'- 

i6(;s- 

-3oM 

» 

f- 

^,._ 

I6(/*' 

-3o.) 

Le  signe  du  radical  se  détermine  en  remarquant  que, 
pour  M*^  3n',  X  ne  saurait  titre  nul,  car  alors  /  et  b 
seraient  aussi  nuls,  ainsi  que  a,  et  il  n'^  aurait  plus  de 
trapèze-,  on  ne  peut  supposer  nulles  toutes  les  données. 

On  a  alors 

(7-^-»)' 4o^ _        a* 

et,  par  suite, 

(,.,.;)■  ,,P-/i^^TêlW-3„.) 
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En  extrayant  les  i-acincs  carrées  dos  valeurs  précédenles. 
ou  aura 

X,    r  +  s    et   y  — s, 

et,  [lai- suite,  /  el  z. 

Discussion.  —  I^a  réalité  des  valeurs  de  a;,_j',  s  cxigf 
qucl'ouait 

f*_,6/i»  +  48a»>o       ou        *'<^  +  7^* 

Les  équations  (4)  et  (5)  montrent  (juo,  ^>our  que  x,y,  : 
soîcul  iiositifs,  il  faut  que  l'on  ait 


La  valeur  minimum  Je  b*  est  dune  —j-,  et  sa  v 
maximum  est  la  plus  petite  des  deux  limites  -j — h  -7 
et  -J-;  ce  sera  la  premièi-e  si  /■<  aa,  et  la  seconde 

Pour  l^  a,  on  aie  minimum  &'=  3  a', 
le  trapèze  est  un  oarré;  et  le  maximum  b*=^  3^'  +  - 

/;     ■  •    ^^   1         -   I 

Pour;  =3/.,  ou  a  le  iiiii.iiiium  4'  =  ,i>, 
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le  trapèze  est  un  rectangle;  et  le  maximum  i*=;  '~j-i 

i=^(A5  +  /3),        ^  +  ;:=r-ï-^C/;3-/5), 
le  traj)èze  se  réduit  à  un  triangle. 

MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES. 

D'un  point  donné  P,  on  mène  des  nonnalcs  à  un 
ellipsoïde  donné  : 

i"  Démontrer  que  par  les  pieds  de  ces  six  normales 
on  peut  faire  passer  une  infinité  de  surfaces  du  second 
ordre  S  concentriques  à  l'ellipsoïde; 

2°  Trouver  le  lieu  tjae  doit  décrire  le  point  P  pour 
que  les  surfaces  soient  de  révolution; 

3'  Déterminer  le  cane,  lieu  des  axes  de  révolution 
des  suif  aces  S  ; 

4°  ^«''  la  section  de  ce  cône  par  un  plan  perperuti- 
culaire  à  l'axe  mineur  de  l'ellipsoïde,  indiquer  les 
points  par  lesquels  passe  l'axe  de  révolution  quand  la 
surface  S  est  un  ellipsoïde,  un  hyperboloïde  à  une  ou  à 
deux  nappes,  un  cône,  un  cylindre  ou  un  système  de 
deux  plans  parallèles. 

—  -4-^  +  —  ^  I,  équations  de  l'ellipsoïde,  rt>6^c; 
■ï^Oï.1 91  Zo,  coordonnées  du  point  P. 

En  exprimant  que  la  normale  au  point  (j*,  /,  2)  de 
l'ellipsoïde  passe  par  le  point  P,  on  a  les  équations 
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Tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  x,  y,  z  cl  Iw 
■■uporunt  dans  celle  de  l'ellipsoïde,  on  a 


équation  du  sixième  degré  eu  h.  A  cliaouiie  des  valeurs 
<lc  A"  correspond  une  normale  :  on  peut  donc,  du  point  P, 
mener  à  l'ellipsoïde  six  normales  réelles  ou  imagi- 
naires. 

1°  I^s  équations  de  condition  peuvent  s'écrire 
M  =(è' —  c*)yz  ■+■  c*z^  —  ^V»*  ~  °' 
N  =(c'  —  a'j-j-t-d'riiS  — c'3,4;  =  0, 
F  =  (a'  —  b')xy  •\-  b'ja^  —a*^*y  =  <>. 
L'itquatio»  générale  des  surfaces  du  second  degré  pis- 
saut  par  les  pieds  des  sis  normales  est 


Pour  que  celte  surface  soit  concentrique  à  l'eDi^i- 

soïde,  il  faut  que  les  coefficlenu  de  x,y^  z  soient  nuls, 

ce  qui  donne 

-"—  =  — "-  =  J^-  ■ 
n'Jo        AjJ-a        c^^o* 

et  l'équation  générale  dus  surfaces  du  second  ordre  S 
passant  par  les  pieds  des  six  normales  issues  du  poinll'i 
et  concentriques  à  l'ellipsoïde,  est 

1  ^        /r'        ly^        li'  ,    ,, 
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Comme  on  peut  donner  à  /  une  inGnît^  de  valeurs,  il  y 
a  UDC  infinité  de  ces  surfaces. 

2"  On  exprimera  que  la  surface  S  est  de  révolution 
en  écrivant  qu'une  surface  du  second  ordre  passant  par 
son  intersection  avec  la  splière  concentrique 

ï  =  3:1-1-7»+ *»^p'=o 

peut  se  réduire  au  système  de  deux  plans  parallèles,  ce 
qai  exige  que  les  trois  plans  du  centre  de  la  surface 

S  —  Xi  =  o, 
2  (—  —  XJir-4-c>{o«— A*)ze7-+-  b^(,c*~  a*)y(,s  =  o, 

ci(oï_6ï)^3:-l-ar^  -X^7-Ho*(6>-c»)3r„a  =0, 
fti(c«_  ai)_y,3.  -H  at(6i_  c')37o^-  -H3^-^  —  X^a  =  o 

se  confondent,  et,  par  suite,  que  l'on  ait  les  relations 

'(^~V     ^  c'fa'-&')a«  _  A'(o'-a')j-o. 
d'où 

_  af        cM'C*- &*)(&'  — c*)J-o-=B 
-  il  fti(eï— a»)7„ 

_  af  _  a»6»(6i— c')(e»-n")a'^,>-n 
^nn.  de  Mathemal.,  î'  série,  l.  VU  (Juillet  1888).  aa 
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et,  en  éliminant  ).  et  chassant  les  dénominateurs, 

/(c*-a»)(fl»-*»)7o=o=o'^«Ii'(c»-«')'^î-c'(o»-A')' 
/fa»- 6»)(i«- c')Jo5o  =  iV»[c'(a<  — A»)' Jj -«»{*'-«')' 
/(il—  c>)(c»  — a») 370^0  =  cïi„[a»(*« -  c»)>a:;  —  ù*{c*~a^?yl 

Ces  trois  relations  se  réduisent  à  deux  distinctes.  Si  on 
les  ajoute  après  les  avoir  divisées  respectivement  par 
a'X(,  è'^o,  c'zo,  l  est  éliminé  et  l'on  obtient,  en  chas- 
sant les  dénominateurs, 

;  6»c»(c»— o')(a»— i»)/î«î 
(3>  4-c»a>(a»— 6«)(A«— c»)a;îaî 

équation  du  lieu  (]ue  doit  décrire  le  point  P  pour  que  la 
surface  S  soit  de  révolution  :  c'est  un  cône  du  quatrième 
ordre,  ayant  son  sommet  au  centre  de  l'ellipsoïde. 

Quand  le  point  P  décrit  une  génératrice  de  ce  cône, 
Xoijo,  Za  varient  proportionaellement,  ainsi  que  /,  en 
vertu  des  relations  (a),  et  la  surface  S  reste  la  même. 
Ainsi,  lei  pieds  des  normales,  menées  à  l'ellipsoïde  des 
différents  points  d'une  génératrice  du  cane  (3),  sont 
situés  sur  une  même  surface  de  révolution. 

3"  En  remplaçant  X  par  sa  valeur,  l'équaiion  du  plan 
des  centres  des  surfaces  S  —  X(x'-(-J'*-l-  z* —  p')^^) 
qui  est  perpendiculaire  à  l'axe,  peut  s'écrire 


les  équations  de  l'axe  sont  donc 

(4)  n»(6>  — c')ar,ar  =  éHc'— a')j'o^  =  c»(o'~é«)so*. 

En  éliminant  Xg, yo)  ^o  entre  ces  équations  et  l'équa- 
tion (3),  on  ohtient  celle  du  cône  des  ases 

(5)  «'(*'  — c')r'-,-6»{c>—a')^'-i-c«(a'—A')a'=  o. 


I 
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4°  Si  l'on  coupe  ce  cône  par  le  plan  z  ^  z, ,  la  sec- 
tion 

(6)    a»(6'— c«)ar>+6>(c'-a«)^'-f-c>(a>  — *>)sf=o 

est  une  hyperbole  dont  l'axe  transverse  se  projette  sur 
0^  Cl  l'axe  non  transverse  sur  Ox. 

Pour  faire  la  distinction  des  points  qui  appartiennent 
avxaxes  des  diverses  surfaces  de  révolution,  nous  re- 
marquerons que  le  cône  est  la  limite  entre  les  deux 
hjperboloïdeB  ;  le  système  de  deux  plans  parallèles  est  la 
limite  entre  l'iiyperboloide  de  révolution  h  deux  nappes 
et  l'ellipsoïde  de  révolution  aplati,  et  le  cylindre  entre 
l'hyperboïoïde  de  révolmion  à  une  nappe  et  l'ellipsoïde 
de  révolution  allongé.  Il  suffit  donc  de  chercher  les 
points  qui  correspondent  aux  limites. 

Pour  que  la  surface  Ssoit  un  c6ne,  il  faut  que  1=  o  ; 
l'équation  de  la  surface  se  réduit  à 

o'(i'— c')a^ii/*  +b*(e* — a*)yt,xs  -t-  c*{a*—  b^)  zacey  =  o, 

et,  pour  que  cette  surface  soit  de  révolution,  il  faut 
que  l'on  ait 

Les  équations  de  l'axe  deviennent  alors 

et,  pour  z  =  «,, 

a;  =  ±si,        /  =  ±3„ 

en  tout  quatre  points. 

Si  la  conique  S  est  le  système  de  deux  plans  paral- 
lèles, ses  traces  sur  chacun  des  plans  de  coordonnées 
seront  deux  droites  parallèles,  et  l'on  aura 
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los  équations  Je  l'axe  deviendront 


On  exprimwra  que  la  surface  S  est  un  cylindre  en 
écrivant  t^iie  les  équations  de  l'axe  vérilîcnl  les  trois 
équations  (A)  des  plans  du  centre.  En  remplaçant,  dans 
le,  résultais,  .  (1  _  J,) ,  .  (^  _  x) ,  .  (|  _  ).)  p.r 
leurs  valeurs,  et  ayant  égard  aux  équations  (a),  on  a 


'i«  — 6'cï        A»c'  + 

3» 

a^c'-t-b^c'  —  a^b*' 

_.       /aHb^^C) 

-A'c' 

-•y  c"(o"-f-6') 

-a'f 

...  .  A"(«'-^c') 

—  a'c« 

Kn  résumé,  les  points  appartenant  aux  axes  des  sur- 
faces de  mi^ine  espèce  sont  disposés  symétriquement  sur 
chacune  des  quatre  demi-branches  de  l'hyperbole.  En 
considérant  celles  dont  les  abscisses  sont  positives,  ils  se 
présentent  dansl'oi'dre  suivant  : 

Dca;^o  hx=  -z,,  ellipsoïdes  de  révolution  aplatis; 

:r  ^  -  =1,  système  de  deux  plans  parallèles; 
Dex=  -z,  àj:==,,  hyperboloïdes  à  deux  nappes; 
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De  ar  =  =,    à  ':=  ••\/^'^,tt^^1%t''    MP^bo- 
loïilesà  une  iia)>pe; 

^  =  ^'l/c-i(^ÏT6-7^^^ïïï'  cylindre  de  rtivolul.o..; 

■^  >  ''  \/r»V+ *''')'- a' ^'  '  ""'P*'*''*"  ^"^  révolution 
allongés. 


SOLUTION  SE  LA  QUESTION  PROPOSÉE 
AU  CONCOURS   S'AGRÊGATION   EN   18M; 

Pab  m.  E.  JAGGI. 


On  donne  une  ellipse  et  une  hyperbole  situées  res- 
pectivement dans  deux  plans  rectangulaires  P  et  Q,  et 
pour  chacune  desquelles  la  droite  d  intersection  de 
ces  deux  plans  est  axe  de  symétrie  : 

i"  On  considère  tous  les  plans  R  tangents  à  la  J'ois  à 
l'ellipse  et  à  l'hyperbole,  et  l'on  propose  dedémontrer 
qu'il  existe  une  infinité  de  surfaces  du  second  ordre  S 
tangentes  à  la  fois  à  tous  les  plans  R  ; 

a"  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  S  et  dé- 
terminer la  nature  de  chacune  de  ces  surfaces  suivant 
ta  position  occupée  par  son  centre; 

3"  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  les  surfaces  S  soient  homofocales. 

Nous  prendrons  pour  plans  des  xz  et  des  yz  les  plaus 
P  et  Q  des  deux  coniques,  et  pour  origine  le  milieu  des 
deux  centres. 


,,  Google 


(34.  ) 
Les  équations  des  deux  coniques  seront 


En  oxprîmant  que  le  plan 

a  SCS  traces  tangentes  aux  deux  coniques,  nous  avons 
les  deux  relations  suivantes 

/(»,«.)  =  (».«,— 1)«  — 6»  «<»—«»  «»=o, 

<f((l,  W-)=:(ii'^+i)<  +  cPh')— c'e*  =o, 

qui  sont  les  équations  des  deux  coniques  en  coordonnées 
langent!  elles. 

i"  On  voit  immédiatement  que  les  plans  R  sont  tan- 
gents aux  surfaces  du  second  degré  dont  l'équation  gé- 
nérale est 

P(B,  »,  *)  =  \f(u,  •*)+(! T.(f,  «-)  =  o. 

a"  Le  lieu  des  centres  est  une  droite,  car  on  sait 
qu'en  général  le  lieu  des  centres  des  quadrîquet  tan- 
gentes à  huit  plans  est  une  droite.  Ici,  cette  droite  est 
l'axe  des  z  ;  car,  le  système  des  plans  étant  symétrique 
par  rapport  à  cet  axe,  les  surfaces  le  sont  aussi.  L'ana- 
lyse le  donne  aussi  simplement  :  le  centre  étant  le  pèle 
du  plan  à  l'infini,  on  a,  entre  ses  coordonnées,  les  rela- 
lions 

F>)  =  FUo)  =  Fi;:(ô)  =  ¥>)' 

d'où  l'on  tire 
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Pour  discuter  la  nalure  de  la  surface  par  rapport  à  la 

position  de  son  centre,  nous  introduirons  le  s  du  centre 

dans  l'équation  en  éliminaat  X  et  p.  En  appelant  ^  ce 

nouveau  paramètre,  l'équation  F  s'écrit 

o  =  «.'[(6>+rft)i;-^(6«-rf'-aaî)] 

+  4W-Î0Î:— o'«'(-ïo- o— ct^'c-îï-v- 1;)+ a-.- 

^ous  poserons,  pour  abréger, 

':■=      b^  +  d*     ''■ 

Si  z»'^  h,  si<! —  2o,  Ç  variant  de  — oo  à  !^|,  la  sur- 
face est  un  liyi>crboloïde;  pouri^,,  un  paraboloïdc  hyper- 
bolique; entre  Ç,  et  —  Zj,,  un  hyperboloïde -,  pour  —  i», 
un  cylindre;  entre  —  z^  et  z^,  un  hyperboloïde;  pour 
z,,  un  cylindre  et  au  delà  un  hyperboloïde. 

Si  Zo<CA,  de  — 00  à  —  Zj,  la  surface  est  un  hyper- 
boloïde; pour  — Za,  un  cylindre;  entre  Zg  et  Çi,  un 
ellipsoïde  ;  pour  ^i,  un  paraboloïde  elliptique;  au  delà, 
un  hyperboloïde,  sauf  pour  Zoi  pour  laquelle  ta  surface 
est  un  cylindre. 

3°  Pour  exprimer  la  condition  que  les  surfaces  sont 
homofocales,  je  remarque  qu'il  suffit  d'écrire  que  ta 
développable  circonscrite  à  toutes  les  quadriques  passe 
par  le  cercle  imaginaire  de  l'infini  ou  que  les  plans  lui 
sont  tangents. 

Il  suffit  pour  cela  d'écrire  que  le  plan 


est  tangent  au  cune 
ce  qui  donne 

U>  +  W'  -f 
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Cette  équation,  jointe  aux  deux  suivantes, 
(«•50  — I)'— ô»w«— a»u«  =  o, 

^ivs^-t-iy  +  tPai* —  c'i>'  =0, 

doit  laisser  u,  v,  w  variables.  Ea  formant  l'équation 
en  w  qui  en  résulte  et  écrivant  qu'elle  se  réduit  à  une 
identité,  on  a  les  conditions 

«0  =0,        c'  =  — a',        d>  =  o'  —  i». 
Les  deux  coniques  ont  alors  pour  équations 


On  voit  que,  pour  que  U  seconde  conique  soit  ane 
hyperbole,  il  est  nécessaire  de  supposer  a^<^6*  ei 
qu'alors  elle  passe  par  les  foyers  de  l'ellipse. 


SOLUTION  DB  LA  QUESTION  PROPOSÉB  AI)  GOiVCOlRS  Gl\ÉltAL 

BN  1883; 

Par  m.  LéoN  ROUSSEL, 

Élève   du   lycée   de   Bar-le-Duc. 


D'un  point  P  pris  sur  la  normale  en  un  point  A 
d'un  paraboloïde  elliptique,  on  peut  mener  h  la  sur- 
face quatre  autres  normales  ayant  pour  pieds  B,  C, 
D,  E.  1°  On  demande  de  trouver  l'équation  de  la  sphère 
S  passant  par  les  tftuitre  points  B,  C,  D,  E;  a"  de  trou- 
ver le  lieu  des  centres  I  de  la  sphère  S  quand  le  point 
P  se  déplace  sur  la  normale  au  point  A,  ainsi  que  m 
surface  engendrée  par  la  droite  PI, 


,,GoogIc 


(  345) 
Soient  a,  p,  y  les  coordonnées  du  poinl  P  ;  les  coor- 
données des  points  A,  B,  C,  D,  E  sont  données  par  les 
équations 

—  (  y  X 

^  4-—  =  aar 
j-    .   1.  ■  i'  î 

d  OU  1  on  tire 

X  étant  racine  de  l'équation  du  cinquième  degré 


obtenuc  en  portant  les  valeurs  de  x^y,  s  dans  l'équation 
du  paraboloïdc.  Appelons  x^,  jm  ^o  les  coordonnées  du 
point  A,  ^0  la  racine  correspondante,  de  telle  sorte 
qu'on  a 

X.-.+X.,     r.'y:^^'     "=vih;- 

Cela  posé,  soit 

«'+j^  +  *'— aAaf  —  aBj- —  aCs  +  D  =  o 

l'équation  d'une  spbèic  que  je  suppose  passer  par  les 
points  B,  C,  D,  E.  Si  j'exprime  que  cette  sphère  passe  par 
l'un  de  ces  points,  donc  les  coordonnées  sont  données 
par  les  équations  (i),  j'obtiens 


(i) 


('-v-M'  + 


,A(a  +  X)-aB^-aG-^H 


Cette  équation  en  X  doit  avoir,  en  commun  avec  l'équa- 
tion (a),  les  quatre  racines  de  cette  derni«rc,  autres 
qucXfl.  Si  doue  je  forme,  avec  les  équations  (■«)  el(^), 
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une  comltïnaisun  quî  ne  soit  que  du  quatrième  degré 
en  X,  le  produit  de  celte  nouvelle  équation  par  X  —  i« 
devra  être  idenlique,  à  un  fadeur  constant  près,  è 
l'équation  (2).  Or  cette  combinaison  est  facile  à  former: 
il  suffit  de  multiplier  (3)  par  X  et  d'ajouter  membre  à 
membre  avec  (4)-  On  trouve  ainsi 

-i-(n-X)(a  — i  — aA)  +  D=o. 

Multiplions  donc  cette  équation  rendue  entière  par 
X  —  Xd  et  identifions  avec  l'équation  (a),  rendue  aussi 
entière)  en  remarquant  que  le  facteur  constant  d'identi- 
fication est  2.  On  doit  alors  avoir 

a(l  -X,)[(«-v-^K«-  1  -  3A)(p+  X)(5  +  X) 
+  D(/,  +  X)(y-t-X) 

+  ÎY{Y-2C)(/>  +  X)+/.p(p_aB)(î  +  i7] 
^/>PHî-^^)'  +  ÎY'(/'  +  M'-»("  +  M(/.  +  X)'(y  +  X)', 

quel  que  soit  X.   Si  je  fais   successivement  X=: — /», 
X  =  —  y ,  j'obtiens 

aB  =  Hp-^9  +'^'^0)  _  J'b(/'-*-?  +  '^X,) 

a(/)-+-Xo)  ip  ' 

aC  =  •f(P-^-?  +  »^°)  _  J!n(p-4-7-4-aX.) 

En  égalant  les  termes  du  quatrième  et  du  troisième 
degré  en  X,  on  trouve 

-D=(^  +  X,K9  +  X,). 
L'équation  de  ta  sphère  est  donc 

np  ay 

~x(p-*-ij'i~x„)—(p  +  X„'i(ç-hX„)  =  t>. 
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En  mettant  cette  équation  sous  la  forme 

on  voit  qu'elle  passe  constamment  par  l'inierseclion 
d'une  sphère  fixe  et  d'un  plan  parallèle  à  un  plaa  fixe. 
Donc  le  lieu  du  point  I  est  la  perpendiculaire  abaissée 
du  centre  de  la  sphère  fixe  sur  le  plan.  Les  équations 
de  cette  droite  sont 

"ZX  =  p  +  q  •^-  afg, 


La  droite  PI  s'appuie  déjà  sur  deux  droites  fixes,  la 
normale  en  A  et  la  droite  lîeu  du  point  I.  D'ailleurs 
SCS  équations 


y-ïf 


ao(p  -V-  y  -h  a  X,  )        i 
il 

montrent  qu'elle  resLe  parallèle  au  plan  fixe 


M^9  —  a/>  —  3!,)        z^itp  —  iç  —  x„) 
Donc  elle  engendre  un  paraboloïde  hyperbolique. 
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SOLUTION  DUKE  QUESTION  PROPOSEE  POilR  L'ADHISSIOM 

A  L'ÉCOLE  NOaiALE  EN  188S; 

Par  m.  F.  FARJON,  à  Boulogne-sur-Met. 

Du  foyer  le  '  d' une  ellipse  comme  centre  on  décrit  un 
cercle  :  d'un  point  P,  de  ce  cercle  on  mène  la  tangente 
P,  Pa  à  la  courbe,  puis  la  tangente  P,  Pj,  puis  la  tan- 


gente  PaP,,  et  il  s'agit  de  déterminer   le  rayon  du 
cercle  de  telle  sorte  que  ^^V,  soit  aussi  tangéite. 
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Abaissons  les  perpendiculaires  FM|,  PlMa,  F'M,, 
F'M),  le  quadrilatère  M,M,M:<M,  est  un  parallélo- 
gramnie,  puisque  ses  somcncls  sont  les  milieux  des  côtés 
de  P,  PiP)P4,  et  il  est  inscriptible  :  c'est  donc  un  rec- 
tangle, d'où  il  suit  que  les  diagonales  du  quadrilatère 
Pi  PiPip4  sont  rectaugulaires  et  que  le  centre  O  est  le 
milieu  de  M,  M,. 

Od  sait  que,  si  un  quadrilatère  inscriptible  a  ses 
diagonales  rectangulaires,  la  droite  qui  joint  te  milieu 
de  l'un  des  côtés  au  point  de  concours  des  diagonales  est 
perpendiculaire  sur  le  côté  opposé  (').  Il  en  résulte  que, 
F  désignant  le  point  de  concours  des  diagonales  de 
P,P,P,P4,  FM,  est  parallèle  à  FM„  et  FM,  parallèle 
3  F'M,  ;  FMiFMj  est  donc  un  parallélogramme  et  le 
lioiut  F,  symétrique  de  F*  par  rapport  à  O,  est  le  second 
foyer  de  l'ellipse. 

Ainsi,  tous  les  quadrilatères,  à  la  fois  inscrits  dans  le 
cercle  F'  et  circonscrits  à  l'ellipse,  ont  leurs  diagonales 
rectangulaires  et  se  coupant  au  foyer  F.  Remarquons, 
en  passant,  que  tous  ces  quadrilatères  ont  leur  centre 
de  gravité  enO. 

Cela  posé,  considérons  en  particulier  le  quadrilatère 
(jui  a  l'un  de  ses  sommets  au  point  D*  où  le  grand  axe 
prolongé  rencontre  le  cercle,  F  étant  le  point  de  con- 
cours des  diagonales,  le  sommet  opposé  sera  en  D"  à 
l'autre  extrémité  du  diamètre  lyF,  et  les  deux  autres 
sommets  sur  la  perpendiculaire  FE  à  ce  diamètre.  Me- 
nons OE,  et  soit  R  le  rayon  cUerclié  ;  on  a 


(')  Ce  thcorcme,  d'aprèa  Chasicn,  est  dû  au  géomùlrc  indien 
Brahmigapta,  qui  «ivaii  au  »r  siècle  de  noire  Crc  {Aperru  hûl., 
NoteXIE)., 
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l'angle  circonscrit  I^ËD  étant  droit 

l'égalité  précédente  peut  donc  s'écrire 

a»+i«  =  (R-i-ac)(R  — 3c)-*-c», 
d'où 

R*=a(o«-t-c«). 

A'ofe.  —  Solution  identique  par  M.  Théodulc  Caronnet;  solution 
analytique  par  M.  Jahel-Réooy. 


NOTE  DB  GlON&TitiB; 

Pab  m.  GENTY. 


Soit  une  droite  de  longueur  constante  dont  les  eiiré- 
mités  A)  et  A3  se  déplacent  sur  deux  surfaces  données 
(S,)  et  (Sj),  de  telle  manière  que  les  normales  à  ces 
surfaces  menées  aux  points  Ai  et  Âj  respectivement  w 
rencontrent  en  un  point  N.  La  normale  au  lieu  décrit 
par  un  point  quelconque  A  de  la  droite  A,  Aj  passe  aussi 
par  le  point  N. 

Soient  (xiijf,,  z,),(xi,  yifZt)  'es  coordonnées  des 
extrémités  de  la  droite  mobile  dans  l'une  de  ses  posi- 
tions, ci 

les  équations  dilférenti elles  des  surfaces  (S|  )  et  (Si). 
On  aura 
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d'où 


Cela  posé,  les  normales  aux  points  A|  et  A,  auront 
pour  équations 

3^  —  3^1  _  y—y\  _  a— -Cl 


La  condition  qui  exprime  que  ces  deux  normales  se  ren- 
contrent est 

U  =  L,, 


en  posant,  pour  abréger, 

X,    A,    A, 

xi    A,     Al 

L,=    y,    B,     B,    , 

u».  r-  Bi   B, 

^.     G,     C, 

^.  c,    c, 

El,  si  l'on  pose  de  même 

3.,    I,    A, 

a?,    x^    A, 

M,=    r.    7.    B,    , 

M.=    ^,    ^.    B,    , 

^1     ^1     G, 

i,     .,    C, 

on  voit  sans  peine  que  le  point  de  rencontre  N  des  deux 

normales  a  pour  coordonnées 

— *S* 

=  a:,-t-  -j^A,, 

.==.-&« 

=-*é»- 

—  ^ 

.,.+  5c.. 

Soientmaintenant 

!-^r"",      ,-'-^ 

+  «n,        ,      '=;+».=. 
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les  coordonnées  du  point  A,  —  étant  un  rapport  con- 
stant. 

La  relation  à  démontrer  est 

ou 

ou 

ou,  en  développant  et  tenant  compte  des  équations  (i), 

ytlxidxi+ntxtdxt — — — i j 1 

ou  enûn 

\  (a^,  tic,  -t~3^irfri  —  x^dxi —  X,  dxx)  =  o, 
équation  identique  à  la  relation  (a). 

RECTiriCATlOillS. 


La  question  1516,  réiulue  par  M.  A.  Droi,  3-  série,  t.  VI,  p.  SSo, 
l'a  lié  aussi  par  MM.  Moret-Blanc,  Ptsani,  Valcri  et  Juhel-RéDoj. 
Les  questions  proposées  pour  l'admission  J)  l'École  centrale  en  iSSS 
ont  été  résolues  par  MM.  Lez,  Barisien,  H.  Ouelos  et  G  en  eii- Martin; 
en  i88C,  par  M.  Barisien;  en  1887,  par  MM.  Barisien  et  K.  Troubine, 
à  Perm  (Russie). 

MémeTomc,  page  \S~,  lignes  5  et  ^,  prolongea  le  radical  sur  — 1; 
page  171,  ligue  9,  au  lieu  de  avec,  tûti  par;  page  iSi,  ligne  1,  0N 
lieu  de  devrait,  Jùes  devait;  page  197,  ligne  5  en  remontant,  april 
quelconque,  ajoute:  ronvergcnle. 
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THROREMB  RECIPROQtE  D'il^  THEOREHE  DE  M.  E.  CESARO 
ET  APPLICATION  ('); 


On  donne  {fig-  i  )  une  courbe  (M)  et  une  circonfé- 
rence (O)  de  centre  O.  Si  la  polaire  LE  d'un  point 


quelcontfue  M  de  (M),  prise  par  rapport  à  (O),  déter- 
mine toujours  sur  les  rayons  de  cour-bure,  tels  que  M  [x 


('  )  Voir  i  la  page  171  de  ce  Volume. 

Ann.  de  Matkémat.,  3'  s^rie,  l.  VIL  (  \nùt  18S8.)  1^ 
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de  (  M),  des  segments  EM,  E  [a  proportionnels,  U  en  eit 
de  même  des  rayons  vecteurs,  tels  que  OM,  relative- 
mentaux  rajons  de  courbure  de  la  développée  de  {M). 

Puisque  LE  est  la  polaire  de  M,  par  rapport  à  la  cir- 
conférence (O),  le  produit  de  OM  par  OL  est  constant.  La 
courbe  (L),  lieu  des  points  tels  que  L,  est  donc  la  trans- 
formée par  rayons  vecteurs  réciproques  de  (M);  la  nor- 
male U  à  (L)  et  la  normale  Ml  à  (M)  sont,  par  suite, 
également  inclinées  sur  LM.  Le  point  I  est  alors  le  mi- 
lieu de  l'hypoténuse  ME  du  triangle  EML.  La  courbe 
(I),  lieu  des  points  tels  quel,  peut  être  considérée  comme 
le  ticu  des  points  également  distants  de  (L)  et  de  (M). 
La  tangente  en  I  à  (I)  passe  alors  par  le  point  de  ren- 
contre des  tangentes  eu  L  et  M  à  (L)  et  (M).  Comme 
IL  =  LM,  celte  tangente  est  la  bissectrice  de  l'angle  LIM 
el  par  suite  la  normale  en  I  à  (I)  est  la  parallèle  IH  à 
LM. 

Appelons  \i.'  le  centre  de  courbure  de  U  développée 
de  (M)  pour  Iç  point  ^  de  cette  courbe. 

Par  hypothèse  -^  =  const.  Appelons  X  ce  rapport,  on 
t<  alors 

Quel  (]ue  soit  le  point  M,  les  courbes  (I),  (M)  et  la 
développée  de  cette  dernière  courbe  déterminent  sur  p.1 
des  segments  proportionnels  :  on  a  alors  (*  ) 


i^  =  !j;^=.,X,        d'où        (.H  =  ^ 
Pi-olongeons  MO  jusqu'à  sa  rencontre  G 

(  '  )  MA^NllElM,  Cours  de  Géométrie  descriptive,  a"  é 


\  ' 
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On  a 

fi!!  =  Jii. 

Nous  avons  écrii  précédemmenl  la  valeur  de  ce  dernier 
rapport;  on  a  alors 

[xH       aX+r 

(iG  ~      aX     ' 

Introdaîsant  ici  la  valeur  de  [aH  trouvée  plus  haut,  on 
obtient 


Le  théorème  est  alors  démontré. 

Pour  appliquer  ce  théorème  à  l'ellipse,  nous  allons 
d'abord  démontrer  géométriquement  un  théorème  (jui 
se  trouve  dans  le  travail  de  M.  Cesaro  (  '  ).  Nous  conser- 
vons \a  Jîg.  I,  en  supposant  que  (M)  soit  une  ellipse 
dont  les  demi-axes  sont  a  et  &  et  que  (O)  ait  pour  rayon 


ÏAt  polaire  LE  du  point  M  de  l'ellipse  (M),  par  rap- 
port à  la  circonférence  (O)  dont  le  rayon  est  égal  à 
^/a'-t-  i',  rencontre  la  normale  ME  à  l'ellipse  en  un 
point  E  tel  çue  ME  égale  le  rajon  de  courbure  M[i 
de  l'ellipse  en  M. 

Puisque  le  rayon  do  (O)  est  \Ja'-'-i-  b^,  il  résulte  de  cet 
énoncé  que 

OMxOL  =  a'+Ai: 
delà 


(')   Voir  page  i^S  d 
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Menons  le  diamètre  OD  perpcndiculaîremeDt  à  M|x, 
on  a 

Ôd'^-0m'  =  «»  +  6>. 

Ou  peut  donc  écrire  (OL  —  OM)  ou  ML  =  g^  - 

Maison  sait  que  le  rayon  de  courbure  de  l'ellipse  en  M 

.  -    1  ■  ôd'  , 

est  égal  a  jçjp  ;  on  a  alors 

ML  _  MP  _  Mt 

Mjx  "^  OM  "  ME  ■ 

donc  ME  =:  Mjj..  Ce  (ju'il  fallait  démontrer. 

Centre  de  courbure  de  la  développée  de  l'ellipse. 
—  Pour  avoir  ce  centre  de  courbure,  il  suffit  d'appliquer 
le  théorème  précédent  à  l'ellipse.  On  trouve  ainsi  qu'on 
obtient  le  centre  de  courbure  [*'  de  ta  développée  de 
l'ellipse  (M)  en  prolongeant  G[i  de  trois  fois  sa  lon- 
gueur. Ce  qui  est  la  construction  due  à  Maclaurin. 


RECHERCHE  DES  POINTS  DOUBLES  DANS  LES  COURBES 
UNICURSALES; 

Pas  m.  X.  ANTOMARI, 
Professeur  de  Jtlalhéma tiques  spéciales  au  lycée  de  Rennes. 


Soit  une  courbe  unicursale  définie  par  les  deux  équa- 
tions 

dans  lesquelles  y{ï),  f{t)  et  i(f)  sont  dus  polynâmes 
entiers  en  t.  Pour  trouver  les  points  doubles  de  cette 
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courbe,  on  cherche  habituellement  les  valeurs  distinctes 
'i  et  la  données  à  t,  et  vértlîant  les  deux  équations 

/(M  ^  Ah)         fM  _  ?(M 
+('1)      -K^»)'        ^('ô      ¥'*) 

Dans  la  plupart  des  cas,  la  résolution  de  ces  équations 
conduit  à  des  calculs  assez  compliqués,  à  cause  des 
solutions  étrangères.  La  recherche  des  points  doubles 
peut  se  faire  par  un  procédé  généralement  plus  simple, 
et  qui  n'introduit  pas  de  solutions  étrangères.  L'expo- 
sition de  ce  procédé  fait  l'objet  de  la  présente  Note. 
Les  équations  de  la  courbe  peuvent  s'écrire 

(I)  ^(_t)a.-fit)  =  o, 

Pour  obtenir  l'équation  cartésienne  de  la  courbe,  il 
faudrait  éliminer  t  entre  les  équations  (i)  et  (a).  Soient 
X  et  y  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe.  Il 
résulte  de  la  théorie  des  lieux  géométriques  que  si,  pour 
ce  point,  les  équations  (1)  et  {2)  ont  deux  racines  com- 
manea  en  t,  le  point  (x,  y)  est  un  point  double  du  lieu 
défini  par  ces  deux  équations  (voir,  à  ce  sujet,  Bourdon, 
applications  de  l'algèbre  à  la  Géométrie,  Notes  de 
M,  Darboux). 

On  conclut  immédiatement  de  là  que,  pour  trouver 
les  points  doubles  de  la  courbe  unîcursale,  il  faut 
trouver  les  valeurs  de  x  et  de^  pour  lesquelles  les  deux 
polvn6mes 

a,if{t)-nt)  =  o, 

ont  un  diviseur  commun  du  second  degré  en  /.  De 
même,  pour  obtenir  les  points  triples,  on  cherchera  les 
valeurs  de  x  et  àey  pour  lesquelles  les  mêmes  [>olynômcs 
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oui  uu  diviseur  commun  du  troisième  degré,  el  ainsi  de 
suite. 

Exemple  I.  —  Trouver  les  points  doubles  de  la  courbe 
déiinie  par  les  deux  équations 


Mettons  ces  équations  sous  forme  entière 

f'jr  +  Cr-'Jf  — a(/-0  =  o- 

Elles  sont  du  second  degré.  Pour  qu'elles  admettent  un 
diviseur  commun  du  second  degré,  il  faut  qu'elles  soient 
identiques.  En  identifiant,  on  obtient 


-  Points  doubles  de  la  courbe  : 


Il  faut  trouver  les  valeurs  de  x  et  de^,  pour  lesquelles 
les  deux  polynômes 

et 

j'(/-i)((+a)-(3i-5) 

ont  un  diviseur  commun  du  second  degré.  Soit  'kt  +  ]i- 
un  facteur  indéterminé  du  premier  degré;  nous  allons 

(')  PnuTogT,  Geom.  ancdyt. 
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déierniiiicr  X,  jt,  x  e\j  de  manière  à  vériHur  l'idenltié 

;r(/>-.){/  +  a>-(/-i) 

Exprimons,  pour  cela,  que  ces  ceux  expressions  sonl 
égales  pour  les  quatre  valeurs  de  /,  ï  ^  i ,  I  ^  —  i , 
l=^aet(=  —  a.  Nous  obtiendrons,  pour  déterminer  X, 
)x,  X  et  y,  les  quatre  équations 

iai  =  (al-4-n)(J/  +  i), 
4  =  g(îi-a>.), 
qui  donnent  bien  facilement 


StIR  UNS  QUESTION  DE  GÉOKÉTRlfi  LIÉE  A  LA  TBÉORH 
DBS  KORVALBS  A  UNE  QllADRI«liE; 

Par  m.  a.  del  RE,  à  Naples. 

Je  ne  sais  si  l'on  a  jamais  pensé  à  la  question  sui- 
vante, mais  elle  peut  être  de  quelque  intérêt  dans  la 
théorie  de  la  surface  des  centres  d'une  surface  donnée 
du  deuxième  ordre.  Soient  S  cette  deruière  surface,  S^  sa 
surface  des  centres  et  P  un  point  quelconque  de  l'espace. 
Si,  du  sommet  P,  on  circonscrit  it  S^  le  cône  (P),  il 
y  aura,  dans  cUaquc  plan  tangent  de  ce  cône,  une  seule 
normale  a  ^  :  on  se  propose  de  chercher  le  lieu  des 
pieds  de  toutes  les  normales  ainsi  obtenues. 

Par  le  point  P  menons  un  plan  quelconque  t,  et,  par 
son  pôle  S,  par  rapport  h  S,  menons  la  perpendiculaire  5 
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à  ce  plan.  Lorsqu'on  fait  varier  s-  autour  de  P,  le 
point  S  et  le  point  à  l'iniini  de  i  décrivent  deux  sys- 
tèmes plans  réciproques  à  la  gerbe  décrite  par  <s,  et, 
couséqucmincnt,  collinéaires  entre  eus.  Donc  la  droite  s 
et  le  plan  a-  se  coupent  {voir  ma  Note  Nuova  coslru- 
zione  délia  xup.  del.  5°  ordine,  etc.,  dans  les  Rendi- 
contideW  Ace.  di  NapoU,  i88ti)  dans  un  point  M  qui 
décrit  une  surface  du  cinquième  ordre  douée  d'une 
courbe  double  du  même  ordre  et  ayant  un  point  triple 
au  point  P.  Nommons  4>  cette  surface.  Elle  est  précisé- 
ment celle  que  M.  Darboux  ('  )  obtient  en  clicrcUant  le 
lieu  des  poinls  de  contact  des  plans  tangents  aux  sur- 
laces liomofocales  à  S,  conduits  par  P,  et  cette  coïnci- 
dence je  l'ai  démontrée  daus  ma  Note  citée.  La  surface  4 
passe  donc,  comme  il  est  d'ailleurs  presque  évident,  par 
la  conique  (II),  suivant  laquelle  S  est  coupée  par  le  plan 
polaire  II  de  P,  par  rapport  à  S;  et  ces  deitjc  surfaces  S 
et  4)  ont  ultérieurement  en  commun  une  courbe  du 
huitième  ordre  C-  Je  dis  que  cette  courbe  est  le  lieu 
cherché. 

Eu  effet,  prenons  un  point  quelconque  M  de  la  sur- 
face <l>,  et  soient  t  et  j  le  plan  et  la  droite,  construits 
comme  précédemment,  qui  l'ont  fourni.  Si  dans  le  plau 
7  on  conduit  par  M  les  tangentes  à  S,  les  points  de  con- 
tact de  ces  deux  tangentes  seront  les  pieds  des  deux 
normales  à  cette  surface  contenues  en  a  (^).  Donc  uit 
aura  ces  deux  normales  coïncidentes,  c'est-à-dire  que  a- 
sera  un  plant  tangent  de  (P),  si  le  point  M  est  un  poiut 
aussi  bien  de  ^  que  de  S,  sans  être  un  point  de  (11), 

(  '  )  Sur  la  sur/ace  du  cinquième  ordre,  elc  (  Bulletin  dei 
Sciences  math,  et  aitronom.,  p.  f\o;  if^'^t). 

(')  Cette  propriéld,  je  l'ai  démontrce  dans  ma  Note  Suite  normali 
aile  lup.  di  a'  ordine,  ai  coni  ed  aile  caniche  sjeriche  (iVaples, 
tipogr.  Trani,  iS3j);  mais  elle  est  d'ailleurs  presque  6viileiile. 
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dans  lequel  cas  7  est  tangent  à  S  en  M.  Mais,  lorsque  cela 
arrive,  le  point  M  est  niâme  le  pied  de  ruiiitjue  nor- 
male dans  le  plan  a;  donc  la  proposition  est  ainsi  dé- 
montrée. 

Une  première  conséquence  qui  suit  de  la  définition 
de  la  courbe  C*,  c'est  que  par  te  point  P  passent  5tU: 
cordes  à  cette  courbe,  que  celles-ci  sont  les  arêtes  d'un 
angle  tétraèdre  complet,  et  que  enfin  la  courbe  a 
quatre  points  sur  le  cercle  à  l'injini.  En  elTet,  la  sur- 
face 4>  a  six  droites  qui  aboutissent  au  point  P,  formant 
les  arêtes  d'un  angle  tétraèdre  complet,  et  passe  par 
le  cercle  à  l'infini. 

2.  Si  l'on  voulait  résoudre  la  même  question  par  rap- 
|i(irt  à  une  surface  S*,  lioinofocale  à  S,  on  arriverait  à  la 
même  surface  *,  grâce  à  ta  double  définition  de  celte 
surface.  Nous  pouvons  donc  énoncer  la  propriété  sui- 
vante ; 

Lorsqu'on  circonscrit  aux  sur/aces  des  centres  de 
courbure  d'une  suite  de  surfaces  homofocales  du 
deuxième  ordre  (S)  les  cônes  ayant  tous  un  même 
sommet  P,  le  lieu  des  pieds  des  normales  à  ces  surfaces 
contenues  dans  les  plans  tangents  aux  cônes  correspon- 
dants est  une  surface  du  cinquième  ordre,  laquelle  est 
même  le  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents 
aux  surfaces  ÇS)^  menés  par  P. 

3.  La  question  que  nous  venons  de  résoudre  peut 
611*0  envisagée  à  un  point  de  vue  plus  général. 

Soient  S  et  !/  deux  surfaces  données  du  deuxièmo 
ordre,  et  Q  l'homographie  résultant  de  la  composition 
lies  p(.i1aires,  par  rapport  à  elles.  Dans  cette  homogra- 
phie, si  l'on  joint  les  points  de  2  aux  points  correspoii- 
dauis  de  la  surface  S",  transformée  de  ^,  on  obtient  un 
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système  ddu  sixième  ordre  et  delà  deuxième  classe  (<), 
dont  soit  Se  la  surface  focale.  Il  s'agit  de  chercher  le 
lieu  des  points  de  S  tels  que  les  rayons  correspondants 
de  &  soient  projelés  d'un  point  P,  donné  arbitraïremeut, 
au  moyen  de  plans  tangents  à  la  surface  Sg.  Il  n'est  pas 
difficile  de  s'assurer  qu'au  moyen  de  la  surface  du  cin- 
quième ordre,  engendrée  par  les  points  de  rencontre  des 
plans  de  P  avec  les  droites  qui  unissent  les  couples  des 
pâles  de  ces  plans  par  rapport  à  S,  2',  on  arrive  à  des 
conclusions  parfaitemeut  anali^ues  à  celles  que  nous 
avons  exposées  dans  les  numéros  précédents. 


SUR  L8  DEVBLOPPBNENT  EN  SÉRIES  OES  FONCTIONS 
IMPLICITES; 

Par  m.  WORONTZOF. 
Soient 

deux  équatiun.i  entre  les  variables  x,  y  et  m; 

/=/.('»),       r=Mo)  =  r    («) 

(*)  Les  droites  du  système  B  ne  sont  que  les  normales  &  la  sn 
face  H  daaï  l'espace  où  Vabsalu  est  la  surface  £'. 
(')  Soit,  par  exemple 


a  respectivement 

/,(m)r^lfi6(m-t-.), 
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les  racines  des  ét]ualious 

de  sorte  qu'on  ail  identiquement 

el  F(x)  une  fonction  iju'il  faut  développer  en  série  oi 
donnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  m.  Si  l'u 
donne 

i  =  *[r +  ».,(«)), 
on  a  alors 


"/O-) 


?I*(J-)1 


.[D„T(m)J../„ 


Eu  vertu  des  égalités 
[■rfT(m)1 

-  «'1/(^)1  -  [jT-Tj]  D,1'[/(^)l, 


[D-  »-(™)i../,„=  T»i[/{^)] . [j(yy'>,]"'''iAyA 

on  obtient,  en  substituantyv(m)  au  lieu  de  j', 

«'i-'('»)=D?.'P|/[/.('»)ll 

ou,  en  remplaçant  V[y(j)j  par  'I*(jt'), 
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1,  plus  généralement, 


=  îf7fe''^]'"'''f*'-^'lU, 


;   DS,F[*{^)]  =  D^F(:r) 

Au  moyen  de  la  formule  précédente  et  de  la  série  ilt 
Maclaurin,  prise  avec  le  terme  complémentaire  (lU)  il^ 
Lagrange,  ou  trouve 

/  F  [*(/)] 

l        =  F  t  flMm)]  I  =  F(a.)  =  F[*Cr)] 

et  aussi,  pour  *(j)  =  j'  =  x, 

iF[A('")l  =  F(^)  =  F('-) 
I    ^      m*      r     I  11*'  1 

OÙ  o  ■<  8  <;  1 , 

Exemple.  —  En  posant  successivement 

X  =  y',        m  =  yf —  k, 


=  a(o-c)(a-ic)...[a-(A-iH- 
X  =  log(  A  -)-  Hi)^-        f"  =  log  A=, 
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=  ,.(o-<:K»-ïC)...|»-(*-r)oli 


et,  par  conséquent,  d'après  la  formule  (a), 


a(a  — c 

,...ta_(„_,)c] 

i.a.3...n 

«(a-c 

)...[«_(n-.)c] 

i.2.3...n 

«(a  — e 

)■••[«-(«— H 

REMARQUIS  SUH  L'INTÉGRATION  PAR  PARTIE; 

Fab  m.  Ph.  GILBERT,  i,  Louvain. 


I.es  cas  dans  lesquels  l'intégra  lion  par  partie  s'ap- 
plique avantageusement,  en  ramenant  l'intégrale  pro- 
posée à  elle-même  ou  à  une  autre  plus  simple,  sont 
moins  généraux  qu'on  ne  le  croît  d'ordinaire,  et  suppo- 
sent entre  les  fonctions  sous  le  signe  /  des  relations 
très  étroites. 
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Ainsi,  soient  u,  V  deux  fondions  de  x,  n  un  uombrt 
entier,  et  posons 

^  I  V  dx  =  Vi,  I  vtda:  =  Vi,  

La  formule 

(I)  Jwvdx^wv.^nfu-'^ydu 

conduit,  lorsfju'on  a  outre  u  et  c  la  relation 

(■, rf»  =  -  (ic     (a constant), 

à  U  formule  de  réduction  assez  employée 

Mais  la  condition  ci-dessus  donne 

dx      vi      vx  dx 
d'où,  ^  ëtaulune  constante, 

C'est  la  forme  la  plus  générale  de  v  qui  se  prête  à  la 
transformation  (a),  et  elle  est  entièrement  déterminée 
parcelle  de  \i. 

On  peut  généraliser  la  «question  et  poser,  dans  (i); 

v,dii  =  {^u+-^^9dx, 

a,  ^,  p  étant  des  constantes.  On  a  alors,  au  lieu  <leli 
formule  (i),  celle-ci 

(3)     j„«,-rf^= ^;;'j,  -  _^y„»-^,^,. 
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Mais  on  a  aussi,  pour  détermiDer  C|  et  par  suite  r, 
l'égalité 

fi        Vi   dx        a  +  ^uP  cUc 

et  cette  équatiou  intégrée  donne,  en  négligeant  une 
constante  inutile, 

f,  =  (a  +  pUP)?P,         1-=  «"-»('+ P"'')P^~'  5^; 

V  est  donc  encore  déterminé  par  ».  L'équation  (3)  de- 
vient donc 

j u'<*p-^{i-\-  ^uP)^P     du. 

fc  qui  est,  au  fond,  la  foruiule  de  réduction  des  diû'é- 
rciitielles  binômes. 
L'inlrgration  par  partie  donne  immédiatement 

j  UVdx  :=  Uf)  —    /  ''l   J~  ''^I 

/du  .  du        r    ^"  j 

Si  l'on  suppose  entre  u  et  ^  la  relation 


ou  aura 

•■■Si'"'" 

i  uvdx  =  uvi- 

du 

^*dx 

d'où  l'or 

1  tirera 

(i) 

1   /-"i 

M' 
■H' 

^,fu.^. 
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Mais  l'équation  de  condition  peut  s'écrire 

en  sorte  que,  si  l'on  désigne  par  ^(-^r)  une  fonction  don- 
née de  X,  et  si  l'on  pose 

on  aura 

L'intégration  de  ces  équations  fera  connaître  u  et  c„  et 
par  suite  v=  -rj'  -Ainsi,  si  u  et  v»  désignent  deux 
intégrales  quelconques  de  l'équation 

répondant  à  des  valeurs  di^érentes  de  la  constante  C, 
on  pourra  trouver  sous  forme  finie  l'intégrale 


<ic» 


<ir. 


Si  l'on  pose  ^(j:)  =  a^,  a^  =  —  [a^',  on  retrouvera  les 
Ibrmules  connues.  Si  l'ou  pose  «{x)^ax'",  u  cl  Wj 
seront  déterminés  par  des  équations  de  Riccati.  I^a 
liaison  de  ce  qui  précède  avec  les  propriétés  des  fonc- 
tions spliériqucs  et  des  fonctions  de  Uessel,  dont  on  fait 
usage  dans  la  théorie  de  la  clialeur,  est  facile  n  aperce- 
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SL'R  LA  COURBURE  lANS  LES  CONIOUBS; 

Pas  m.  Cu.  SERVAIS, 
Répétiteur  à  l'Univerailé  de  Gand. 


1.  Les  propriétés  dont  nous  nous  occupons  dans  la 
présente  Note  se  déduisent  d'un  cas  particulier  de  la 
transformation  de  Hirst  ;  la  coni<]uc'  fondamentale  est  un 
cercle  S  et  le  pôle  un  point  A  de  ce  cercle.  Désignons 
par  S' le  cercle  décrit  sur  laA  comme  diamètre,  co  étant 
lu  centre  de  S;  S'  correspond  à  la  droite  à  l'infini  du 


plan.  La  transformée  d'une  droite  (D)  est  une  conique 
(ly)  tangente  à  S'  au  point  A.  Ce  sera  une  ellipse,  une 
hyperbole  ou  une  parabole,  suivant  que  la  droite  (D) 
rencontre  S'en  deux  points  imaginaires,  réels  ou  coïn- 
cidents. La  droite  (D)  n'ayant  qu'un  point  à  l'infini,  sa 
transformée  (ly)  n'aura  avec  S' qu'un  seul  point  com- 
mun K  autre  que  A.  Donc  S' est  le  cercle  osculaleur  à 
la  conique  au  point  A,  et  la  corde  de  courbure  AK  est 
Ann.  de  Mathemat.,  3*  série,  t.  VII.  (Août  iSSB.)  ^4 
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parallèle  »  (0).  11  résulte  de  ce  qui  précèdo  le  tbéorcme 
suivant  : 

Théorème  I.  —  En  un  point  A  d 'une  conùfue  on  décrit 
un  cercle  tangent,  dont  le  rayon  est  égal  au  diamètre 
du  cercle  osculateur  en  ce  point,  et  l'on  mène  diffé- 
rentes sécantes  rencontrant  la  conique  et  le  cercle  en 
des  points  h  et  C  Le  lieu  du  point  D,  tel  que 

(ABCD)  =  ~i, 
est  une  droite  parallèle  à  la  corde  de  courbure. 
ConsidéroDS  deux  sécantes  ABCD,  AB'C'D';  on  a 
(  ABCD)  =  (A  B'G'D')  =  —  i . 

Le  point  A  étant  cooiniun  aux  deux  groupes  de  points, 
les  droites  BB*,  CC,  DEf  sont  concourantes.  A  la  limite, 
on  voit  que  les  tangentes  aux  points  B  et  C  à  la  conique 
et  au  cercle  se  coupent  sur  la  droite  (D). 

2.  Soient  B  et  C  les  points  d'intersection  de  (D*)  et 
de  S  ;  P  le  pôle  de  BC  par  rapport  à  S  ;  p  et  â  les  points 
de  rencontre  de  la  droite  AP  avec  (D)  et  S;  on  a 
{AaPp)  =  -,: 

doHC  Pest  un  point  de  la  conique.  Les  tangentes  a  S 
aux  points  A  et  a  se  coupant  sur  BC,  il  en  sera  de  même 
des  tangentes  à  la  conique  aux  points  A  et  F  (n°  {);  les 
droites  AP  et  BC  sont  donc  conjuguées  par  rapport  à  la 
conique.  De  là  : 

Théorème  H.  —  Si,  en  uapoint  A  d'une  conique,  on 
décrit  un  cercle  tangent  dont  le  rayon  soit  égal  an 
diamktre  du  cercle  osculateur,  le  pôle  P  par  rapport  à 
ce  cercle  de  la  corde  interceptée  BC  est  situé  sur  la 
conique;  les  deux  droites  AP  et  BC  sont  conjuguées  par 
rapport  à  la  conique. 
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'■i.  Ri- (irû sentons  par  iV'  l«  point  d'inlei'secùua  des 
droites  BC  et  Au,  et  par  N  son  correspondant;  ce  point 
N  sera  le  point  où  la  normale  au  [Ktint  A  rencontre  la 
conique.  La  polaire  du  point  W  par  rapport  à  S,  devant 
passer  par  les  points  P  et  N,  PN  est  perpendiculaire  sur 
AN.  P  étant  le  pôle  de  BC,  Pw  est  perpendiculaire  au 
point  K.  sur  la  corde  de  courbure  AK.  Donc  : 

TnÉonÈME  in.  —  La  circonférence  décrite  sur  PA 
comme  diamètre  rencontre  la  conique  en  deux  points 
N  et  K,  dont  l'un  est  l'extrémité  de  la  normale  et 
l'autre  l'extrémité  de  la  corde  de  courbure  au  point 
A\  les  deux  droites  PK  et  AN  se  coupent  au  point  w, 
diamétralement  opposé  à  A  sur  le  cercle  de  cowbure 
à  la  conique  en  ce  point. 

Les  di-oites  PA  et  BC  étant  conjuguées  par  rapport  à 
la  coiiifjue,  le  faisceau  N(PABC)  est  harmonique  ;  mai 
NP  est  perpendiculaire  à  NA  :  donc  cette  dernière  droite 
est  la  bissectrice  de  l'angle  BNC. 

4.  Soit  F  le  point  de  rencontre  do  PN  et  AK.;  wF 
sera  la  troisième  hauteur  du  triangle  PAF  et  elle  pas- 
sera par  Ë.  Doue  : 

Théorème  IV,  —  Le  pôle  dePA,  le  point  d'intersection 
des  droites  PN  et  AK  et  le  point  w,  diamétralement 
opposé  au  point  A  sur  le  cercle  de  courbure  en  ce  point, 
sont  sur  une  droite  perpendiculaire  à  PA. 

Ces  propriétés  donnent  une  construction  nouvelle  du 
centre  de  courbure  en  un  point  A  d'une  conique.  On 
détermine  successivement  les  points  N,  P,  E,  eu;  le  mi- 
lieu (le  A(K  est  le  point  cherclic.  Si  la  conique  est  donnée 
par  cinq  points,  la  construction  est  linéaire  un  faisant 


usage 


du  théorème  de  Pascal. 
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S.  Supposons  que  la  droite  (D)  rcneonlre  le  cercle 
S'en  deux  points  G  et  H;  dans  ce  cas,  laconique  est  une 
hyperbole.  Les  droites  AG  et  AH  renconirent  le  cercle 
S  aus  points  G*  et  H, .  Menons  les  tangentes  à  S  en  ces 


points  et  appelons  L  et  M  les  points  d'intersection  de 
ces  tangentes  avec{D).  Les  parallèles  LO  et  MO  me- 
nées de  L  et  M  respectivement  à  AG  et  AH  sont  les 
asymptotes  de  l'hyperbole  (n°  1),  et  O  est  le  centre  de 
la  courbe.  Les  triangles  A G|H|,LOM,  ayant  leurs  cotes 
parallèles  deux  à  deux,  les  droites  AOi  G|L,  H,  M  se 
(.xiupent  en  un  même  point  U.  Soit  R  le  pôle  de  GH  par 
rapport  à  S';  les  droites  RU,  Gi,  G,  H,  H  se  coupent  en 
un  mèuie  point  A;  ou  bien  R  est  sur  le  diamètre  OA. 
Donc  : 

Théorème  V.  —  Si  par  un  point.  A  de  l'hyperbole  on 
mènedes parallèles  aux  asymptotes,  la  corde  interceptée 
dans  te  cercle  de  courbure  est  parallèle  à  la  corde:  de 
courbure;  son  pôle  par  rapport  au  cercle  de  courbure 
est  situé  sur  le  diamètre  de  l'hyperbole  correspondant 
au  point  A. 
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(373) 
Oo   peui   remplacer  le  cercle  de  courbure  par  un 
cercle  quelconque  tangent  h  la  conique  au  point  A. 

6.  Si  la  droite  (D)  passe  par  <i>,  la  normale  en  A  est 
parallèle  à  une  asymptote  et  (D)  est  perpendiculaire  à 
l'autre;  comme  BC  passe  par  w,  on  a  BC  =  2Acd. 
Donc  : 

Théorème  VI.  — Soit  A  te  point  d'une  hyperbole  oit 
la  normale  est  parallèle  à  une  asymptote;  si,  par  le 
point  diamétralement  opposé  à  A  sur  le  cercle  de  cour- 
bure en  ce  point,  on  mène  une  perpendiculaire  à  l'autre 
asymptote,  le  segment  intercepté  par  l'hyperbole  sur 
cette  droite  est  double  du  diamètre  du  cercle  oscula- 
teur  aupoint  A. 

Ce  ibëorème  suppose  que  l'angle  des  asymptotes,  qui 
contient  les  diamètres  imaginaires,  soit  obtus. 

7.  Si  (D)  passe  par  le  centre  de  S',  l'hyperbole  {U) 
<<st  équilatère,  et  la  corde  interceptée  par  le  cercle  de 
courbure  sur  le  diamètre  OA  est  double  de  OA.  La 
puissance  du  centre  O  d'une  hyperbole  éifuilatère,  par 
rapport  au  cercle  de  courbure  en  un  point  A  de  cette 
courbe;  est  égale  à  3AO  . 

On  voit  aussi  que  la  projection  du  centre  de  courbure 
sur  le  diamètre  décrit  une  hyperbole  équilatère  liomo- 
thétique  à  l'hyperbole  donnée,  le  rapport  d'homothétie 
étant  égal  à  a.  Or  la  projetante  est  la  droite  (B);  donc 
l'enveloppe  de  ta  droite  (D)  est  l' antipodaire  d'une 
hyperbole  équilatère  par  rapport  à  son  centre. 

La  corde  de  courbure  au  point  A  est  perpendiculaire 
à  OA;  soient  V  et  V,  tes  points  où  elle  rencontre 
les  asymptotes;  ces  points  sont  les  milieux  de  OM  et 
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OL  :  donc  VV,  =  GH  et  les  droites  HV,  et  GV  sont  tan- 
gentes à  S'.  Donc  : 


Théorème  VII.  —  Enim point  fi  d' unehyperboleé^ui- 
latérey  te  segment  intercepté  par  les  asymptotes  sw  la 
corde  de  courbure  est  égal  au  diamètre  du  cercle  os- 
culateur;  les  parallèles,  menées  par  les  extrémités  de 
ce  segment,  au  diamètre  passant  par  A  sont  tangentes 
à  ce  cercle. 

Ce  théorème  donne  une  constructioD  simple  du  cercle 
de  courbure  en  un  point  de  l'hyperbole  équilatère  don 
née  par  ses  asymptotes. 


SUR  LES  TRANSFORMATIONS  DB  U  SÉRIE  DE  LAMBERT; 
Par  m.  E.  GESARO. 


Si  l'on  donne  aux  deux  séries  convei^entes 

U  =  U|  +  «1  +  uj  +  . . .,         V  =  v,-t-  Vt-t-  V3  +  ..,, 
il    est  tout  naturel  dp  dire   que  la   seconde  converge 
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(  3,5  ) 
moins  que  la  première  lorsque  le  rapport  de  son  reste  ^„ 
au  reste  x„  de  )a  première  série  augmente  iudélinïment 
aïcc  n.  Si  le  rapport  en  question  tend  vers  zéro,  la  pre- 
mière série  converge  moins  que  la  seconde.  Si  ta  pre- 
mière série  est  à  termes  positifs,  et  que  le  rapport  de 
fa  à  u„  tende  vers  une  limite  X,  il  existe,  pour  tout 
nombre  t,  arbitrairement  petit,  un  nombre  fîni  v,  tel 
que,  pour  n  ]>v,  les  rapports 


sont  tous  compris  entre  X  H-  e  et  ).  —  e,  quel  que  soit  p. 
Donc,  p  croissant  à  l'infini,  le  rapport  de  pa  à  a^  est 
compris  entre  X  -t-  s  et  X  —  e  pour  toutes  les  valeurs 
de  n  supérieures  à  v.  Autrement  dit, 


(0 


.Ê==li 


pourvu  que  le  second  membre  existe.  On  peut  donc 
comparer  deux  séries,  au  point  de  vue  de  leur  conver- 
gence, en  étudiant  le  rapport  de  leurs  termes  généraux. 
Ainsi,  par  exemple,  la  série  a|U|4-aaU«+KtU|-|~. . . 
est  plus  convergente  que  la  série  U| -I- U3+ u* -!-•■• , 
parce  que  limaq^  o, 

La  série  U  étant  donnée,  on  peut  toujours  construire 
une  ïnGnité  d'autres  séries,  qui  convergent  moins.  Il 
suffit  de  prendre 

"«  =  /("-,+ «™-.,-*-...)-/(«;^,+ «„+,+...), 

en  supposant  c^ue  f{x)  tende  vers  zéro  avec  x,  tandis 
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(jue  sa  dérivéo  croit  à  l'inlini.  On  a,  en  ttHct, 

lim  ^  =  tim  i^^  =  lim/'(«-,)  =  "• 

Ailleurs  (')  nous  avons  démoiitré  une  proposition  ana- 
logue pour  les  séries  divergentes.  11  est  donc  impossible 
de  concevoir  qu'on  puisse  effectivement  séparer  la  classe 
des  séries  convergentes  de  celle  des  séries  divei^entes. 
Si,  dans  la  série  U,  le  rapport  d'un  terme  au  terme 
précédent  tend  vers  une  limite  \  et  que  l'on  prenne 
Va  =  u„^i  dans  la  relation  (i),  on  obtient 

d'où 


En  particulier, 


suivant  que  \  =  o  ou  ^  =  i .  Ceci  nous  explique  pour- 
quoi il  est  avantageux  de  transformer  les  séries  de  ma- 
nière que,  dans  les  transformées  obtenues,  le  rapport 
d'un  terme  au  terme  précédent  ait  zéro  pour  limite. 
Alors  les  nouveaux  termes  finissent  par  déeroilre  très 
rapidement,  et  les  erreurs,  commises  en  s'arrâtant  à  un 
terme  quelconque,  décroissent  avec  une  rapidité  tn/îi'* 
ment  plus  grande.  Si,  au  contraire,  X  =  i ,  les  termes 
iinisscnt  par  décroitre  très  lentement,  et  les  erreurs 
commises  déci'oisscnt  avec  une  lenteur  infiniment  pl^ 
grande. 


{')  Voir  les  Hendiconli  des  Lùtcei;  i 
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Cela  étant,  considérons  la  série  de  Lambert 

l-q         ,—qt         i_ç. 

C'ust  une  série  convergente,  à  termes  positifs,  si 
o<^tf  <^i.  Le  rapport  d'un  terme  au  terme  précédent 
tentl  vers  q  :  la  série  ne  converge  donc  pas  assez  rapide- 
ment. Pour  les  valeurs  de  q,  très  voisines  de  l'unité, 
Schlômilcli  a  fait  connaître  (  '  )  une  transformée  intéres- 
sante :  c'est  une  série  snnd-convergente  de  seconde  es- 
pèce (').  La  série  de  Sclilumilcli  a  donc  le  défaut  de  ne 
pas  être  convergente  et,  de  plus,  d'avoir  tous  les  termes 
de  même  signe.  Ce  dernier  défaut  se  rencontre  encore 
dans  la  transformée  de  Clausen  (') 

t  —  q^         i-q*^  I-î'^ 

mais  celle-ci  possède  le  caractère  de  rapide  convergence 
indiqué  plus  haut,  puisque  la  limite  du  rapport  d'un 
terme  au  terme  précédent  est 

"°  '  -^  î"  I -?"+'*  "•^'^**' 

Enfin,  nous  avons  fait  connaître  (*)  une  transformation 
assez  avantageuse,  à  savoir 

^*'  t-y        [-?'        1-9"       ■■■' 

u„  étant  le  »''"■  terme  de  la  série  proposée.  Lors  mâme 

(')  Journal  de LiouvilU,  p.  loi;  i863. 

(■)   Voir  l'importante  théte  de  M.  Stkltjes  :  Sur  quelques  téries 
lemi-coavergentes.  Paria,  i886. 

(')  Journal  Je  Crelle,  III*  Cahier,  p.  94. 
(•)  Mathau,  p.  i->fi;  1886. 
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(  h»  ) 

qu'on  prendrait  tous  les  tiTincs  poiilivcment,  la  limite 
du  rapport  d'un  terme  au  terme  précédent  serait 

""  i-y  ""  ~  **■ 
La  série  (4)  est  donc  absolument  et  rapidement  con- 
vergente :  elle  présente,  en  outre,  le  précieux  avantage 
d'£tre  à  termes  alternativement  positifs  et  négatifs,  ce 
qui  permet  d'assigner,  à  chaque  instant,  des  limites  de 
l'erreur  commise. 

La  transformation  de  Clausen  prend  sa  source  dans 
l'identité 

(5)  ^'"■^^S     "'•'■^Ïl  («/j-<-«y,/)    - 

En  particulier,  ta  somme 

ae  transforme  en 


m 


l'b'q''. 


Il  suffit  de  faire  a  =  i  =:  i  pour  obtenir  la  transforma- 
tion de  Clausen.  Disons,  en  passant,  que  l'identité  (5) 
donne  lieu  à  une  foule  d'autres  transformations,  plus 
ou  moins  intéressantes.  Par  exemple,  si  on  l'applique  à 
la  série  elliptique 

Q(7.  ^)  =  1 -H  2?j: -I- 2î'j:'^- a^'x*-»- . . ., 
on  trouve 
:pQ(9,«)-(-«'Q(?',3^)-i-x»Q(î»,*)-i-... 

=  7:r^-*-2[?'p*Q(î>ï'^)-t-î"**Q(?'>?"*) 
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Du  reste,  il  n'est  pas  difiBcîle  d'éleadnrl'idontité  (5)  au 
cas  de  quantités  à  plusieurs  indices.  Ainsi,  pour  trois 
indices  dont  l'ordre  est  iudïlTérent,  on  peut  écrire 

Soient  resjicctivcment  a*,  ^a,  •{„  les  restes  de  la  série 
de  Lambert  et  de  ses  Iransformées  (3)  et  (4)-  Nous 
avons  démontré,  dans  un  de  nos  précédents  articles  ('), 
la  formule 


~J'-\/= 


'  +  ? 


9  étant  une  fraction  proprement  dite;  mais  nous  vou- 
lons donner  ici  une  nouvelle  expression  de  a^  exempte 
de  tout  calcul  logarithmique.  Rappelons,  dans  ce  but, 
que  la  transformation  (4)  est  un  cas  particulier  de  la 
relation 


(6)    \  (,_ya:)(i-y)       (,-9ar)(i-y*x){i-ç') 

+ ï!^ .... 

qu'on  déduit,  à  son  tour,  d'une  remarquable  formule 
de  Cauchy  (*).  Du  reste,  le  premier  membre  peut  éga- 
lement prendre  la  forme 


<')  NouvtlUt  Annalet,  p.  lofi;  i8S6. 
(')  Compte*  rendus,  t.  XVII,  p.  53o. 
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(  38o  ) 
et,  par  suite,  il  devient  égal  à  «„  pour  x^tf'.  Dèi 
lors,  la  formule  (6)  donne 


Donc,  si  q  est  suffisamment  petit, 

Pour  calculer  ^„,  appliquons  l'ideotité  (5)  au  cas  de 
aij=q'J.  On  trouve  que  les  expressions 

•-7  ^^   "-?*  ''*"^   '-?'  '*"^--"*"  1-9-*'' 

>-î       *  '-7'  *  >  — 9' 

sont  identiques.  Il  en  résulte 

^i-y'*        ^  1  — î'       i-?        I-?»      ■■'      1-9' 

Sous  une  autre  forme!, 

"»— P«=  ?'«!  + ?*■«!  + 7"  M» -*-•■•-•- 9"' ««. 
d'où 

On  en  déduit,  à  cause  de  u,\f.j<^  ?'">> 

puis 

ce  qui  confirme  la  supérioiîté  di:  la  série  de  CUuscd 
sur  celle  de  Lambert.  Enfin,  il  est  clair  que 
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(38.  ) 
puis 

■<■<  "•'"■■,:::"'■"  <  i-,^.<r^. 

pourvu  que  n  +  a  ne  surpasse  pas  le  rapport  des  loga- 
rithmes du  1/  et  I  —  y.  Soit,  par  exemple,  ^  =  — i  de 
sorte  que 

U=  I  +—  -»-  ~  -(-'.. .  =  o,iaa3a43i34»6.... 
9       99       999 

En  employant  la  série  (2),  on  ne  peut  compter  que 
sur  n  décimales  exactes,  tandis  que  la  série  (3)  nous  en 
donne  n(n-l-  2).  Quanta  la  série  (4).  elle  nous  fournit 

"("-*-  ij^cimales  exactes,  si  n  est  inférieur  à  20.  Le 

2 
dernier  chiffre  serait  inexact  si  n  surpassait  19,  sans 
surpasser  4^)  etc.  Ainsi,  par  exemple,  avec  les  cinq 
premiers  termes  de  la  série  de  Clausen,  ou  les  sept  pre- 
miers termes  de  (4),  00  obtient  trente-cinq  décimales 
exactes.  Pour  avoir  la  même  approximation  avec  la  série 
de  Lamhert,  il  faudrait  prendre  35  termes;  mais,  avec 
un  pareil  nombre  de  termes,  la  série  (4)  nous  donne- 
rait 664  décimales  exactes,  et  la  série  de  Clausen  nous 
permettrait  de  pousser  les  calculs  jusqu'à  la  1  agS*  déci- 
male, inclusivement. 

Il  est  évident  que  a„  surpasse  y"+*.  Eu  outre,  si  l'on 
observe  que  ««  surpasse  y",  011  peut  écrire 

On  voit  donc  que  les  approximations  signalées  précé- 
demment sont  les  plu»  grandes  qu'on  puisse  obtenir 
dans  chaque  cas.  Ainsi,  pour  V  =  — '  on  ne  doit  pas  es- 
pérer que  l'emploi  des  n  premiers  termes  de  ia  série  de 
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(38,) 
Lambert  ou  de  la  série  de  Clausen  conduise  à  jtlus  de  n 
ou  n(n  H-  2)  chiirrcs  exacts. 


DEMONSTRATION  l'UNE  FORMULE  DE  WARING; 

Pae  m.  F.  GOMES  TEIXEIRA, 
Professeur  i  l'École  Poljlechuique  de  Porto. 


Dans  un  intéressant  article  intitulé  :  Sur  certaines 
/onctions  symétriques  ;  application  au  calcul  de  la 
somme  des  puissances  semblables  des  racines  d'une 
équation  ('),  M.  M.  d'Oeagne  calcule,  au  moyen  de  la 
théorie  des  fonctions  symétriques,  la  fonctiou 


OÙ  X,,  X3,  ...   représeuteiit  les  racines  de  l'équation 

U  =  Aja:*'^-  Aia!/'-'  +  . .  .^-  Ap_,ar  -(-  Ap  =  o; 

et  CHSuite  déduit,  du  résultat  auquel  il  arrive,  une  for- 
mule pour  le  calcul  de  la  somme  des  puissances  sembla- 
bles des  racines  de  cette  équation,  analogue  à  celle  du 
Waring.  il  part  de  l'identité 

qui,  étant  dérivée  n  —  1  (ois  par  rapport  à  ce,  doune 


Le  but  de  cette  Note  est  de  faire  v 


{')  Jornal  de  Sciencias  mathentalicas  (Cuïnibra),  t.  Vil,  p-  i33. 
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la  méthode  de  M.  M.  d'Oragne,  obtenir  la  formule  de 
Warïiigeii  faisant  usage  pour  le  calcul  dcD^logU  d'une 
formule  diirérentc  do  celle  qu'il  a  employée,  à  savoir  ('} 

"!g<^')°(OP..-(""-')^ 
■^""  -  2à  «!p!...l!(a!)3(3!)ï...(rt!)^' 

où  ^  représeute  une  somme  qui  se  rapporte  à  toutes 
les  solutions  entières  positives  de  l'équation 

et  où 

En  effetivette  formule  donne 

t!fi  — i)!U"'U'''U'P 


D3logU=2f-'''"'î 


!p!...X!(3!)P(3!)ï...(/.!,^' 
•i-...-i-p)i  =  n, 


Nous  avons  doue 

2         1  ,,„„  V /_ .y  ('•-!)'"-' tJ'''t''P---(lJ'P')^ 

et,  en  posant  x  =  o, 

Y  '  -„■<?,  ,1,     (i— )!Ui'u?-..iiy'' 

^xj-     Zi>       '  •!?!.. .ll(»!)|l(3!)r...(,])X 
ou 

Zîs-"Z'-"  <.!p!..,l! 


(■)  Voir  le  Calcul  différentiel  de  M.  J.  Bertrand,  p.  3o8,  ou  mon 
Cww  de  Analyse  infiniletimal,  p.  184. 
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En  appliquant  maintenant  cette  formule  à  l'éfjuation 

kpXP-i-  \/,-iXP-'-\-.. .+  A]^  -1- Ab  =  o, 

dont  les  laciuL'S  sont  inverses  des  racines  de  l'équatioii 
proposée,  on  trouve  la  formule  de  Waring 

V^n  _  „  V  ,_.^(t-i)!A^'AfAg-A^ 
^    "~      ^i'       '^  Bip!...).!  ' 

où  a,  ^,  . . . ,  ^  sont  les  solutions  entières  positives  de 
I  «(jn^tiou 

a-HapW-...-t-/>l  =  n, 
et  où 

(■  =  a-Ha+...-hl. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  M  U  QUESTION  PROPOSÉE 

POUR  L'ADMISSm   A  L'ÉCOLE    POLYTECHNIQUE   EN   1888; 

Par  m.  m.  ROUX, 

Ëtéve  de  l'École  Polytechnique. 


Pour  stmpliGer  les  figures,  nous  traiterons  le  pro- 
blème dans  le  cas  où  les  axes  sont  rectangulaires;  {lour 
obtenir  les  résultats  dans  le  cas  général,  il  nous  suffira 
de  projeter  sur  un  plan  quelconque. 

Premièbe  Partie. 

Soient  (fig.  i)  deux  paraboles  tangentes  au  j>oiui  M, 
MQR  la  tangente  commune  à  ces  deux  paraboles;  par 
le  point  M  menons  une  parallèle  IMN  à  AC  :  clic  ren- 
contre Ox  en  un  point  N,  et,  d'après  une  piopriétc  bien 
e  de  la  parabole,  les  deux  segments  QA  et  AN  sont 
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égaux.  La  droite  joi'gTiaitt  le  point  A  au  point  I,  milieu 
du  segment  MN,  est  donc  parallèle  à  MQR. 

Si  par  M  nous  menons  MF  parallèle  à  BC,  la  droite 
joignant  le  point  B  au  milieu  K  de  PM  sera  de  même 


parallèle  n  MQR,  et  par  suite  les  deu?t  droites  AI  et  BK 
sont  parallèles. 

Étant  donnée  la  direction  de  la  tangente  commune 
aux  deux  paraboles,  la  construction  du  point  de  contact 
correspondant  se  fera  de  la  manière  suivante.  Menons 
AI  parallèle  à  cette  direction  et  construisons  la  droite 
AM,  conjuguée  Iiarmonï(|ue  de  hx  par  rapport  aux 
deux  droites  AI  et  AC.  Construisons  de  la  même  ma- 
nière la  droite  BM,  conjuguée  harmonique  de  ^j  par 
rapport  à  BK  et  BC  :  le  point  de  rencontre  M  des  deux 
droites  BM  et  AM  est  le  point  clierché. 

Inversement,  étant  donnée  la  direction  AM,  on  con- 
struira ta  direction  AI  et  par  suite  les  droites  BK  ctBM. 
Ann-  de  Mathémal.,  3*  sûrie,  U  VII  (\i>ût  i8S8).  35 
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On  voit  qu'à  une  droiifl  AM  correspond  une  direction 
unique  de  la  droite  Al  et  une  seule  droite  BM,  et,  réci- 
jiroquement,  A    une  droite  BM  correspond  une  seule 
droite  AM. 

Les  droites  AM  et  RM  sont  donc  deux  rayons  de  fais- 
ceaux homograpliiques  dont  les  points  fixes  sont  les 
points  A  et  B. 

Détermination  de  cette  conique.  —  La  conique  passe 
par  les  deux  points  fixes  A  et  6  :  pour  déterminer  la 
tangente  au  point  B,  par  exemple,  il  nous  suffira  de 
faire  tourner  le  rayon  AM  jusqu'à  ce  qu'il  coïncide 
avec  AB  et  de  chercher  la  position  correspondante  de 
BM. 

Points  sur  Oy.  —  Nous  avons  déjà  un  premier  point 
B  situé  sur  O^'.  Pour  obtenir  le  second  point,  nous 
considérerons  la  parabole  (B),  inlinimcnt  aplatie  sur 
Oy,  et  nous  construirons  une  parabole  (A)  tangente  à 
celte  droite.  En  désignant  par  E  le  point  de  rencontre 
de  AC  et  de  Oj,  le  point  de  coiiUct  cherché  F  est  tel 
queOF=aOE. 

On  déterminera  de  la  même  façon  le  second  point 
situé  sur  Ox. 

Points  sur  AC.  —  Le  second  point  D  situé  sur  AC 
s'obtiendra  en  considérant  la  parabole  (A)  infiniment 
aplatie  sur  AC  et  en  menant  une  parabole  (B)  tangente 
à  cette  droite.  On  voit  facilement  que  ce  point  D  est  tel 
que  les  projections  de  BC  et  de  CD  sur  0:c  sont  égales. 

On  déterminera' de  la  mCmc  façon  le  second  point 
situé  sur  BC. 

DeuxiêAk  Partie. 

Asymptotes  et  genre  do  la  conique.  —  Pour  déter- 
miner les  asymptotes  de  la  conique,  nous  devons  cher- 
cher lesdroites  AM  elBM  parallèles,  puisque  leur  point 
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d'inlcrsedion  sera  rujvté  à  l'iiiGni.  Soit  CPQ  la  direc- 
ûon  coinmuiie  des  deux  droites  AM  et  BM  {fif^-  a  ).  Eii 
joignant  le  point  P  au  {loint  (■>,  milieu  de  AC,  et  le 
point  Q  au  pointu,,  milieu  de  BC,  nous  obtenons  deux 


droites  (i)Fet  ii>(Qquî  sont  parallèles  à  la  tangente  com- 
mune aux  deux  paraboles.  Le  problème  consiste  donc  à 
mener,  par  les  deux  points  u  et  Ui,  deux  droites  paral- 
lèles (i)P  et  w,  Q,  telles  que  la  droite  PQ  (>assc  par  le 
point  C,  ou  à  mener  par  le  point  C  des  tangentes  à  la 
courbe  enveloppe  des  droites  PQ. 

Or  l'enveloppe  des  droites  PQ   est  une   hyperbole 
dont  nous  connaissons  l'équation.  En  désignant  par 


les  coordonDécs  de  to  et  de  ù),  ,  cette  équation  est 

Nous  cxprimcroDS  que  la  conique  est  une  byperbole 
en  exprimant  que  le  point  C(x,j')  est  dans  la  même 
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région,  par  rapport  à  cette  hyperbole,  que  te  centre. 
Cette  condition  est 


(ajr  -t-  bx  —  ab)(ia:j'  +  ay  -^  bx 


t)>„. 


Troisième  Partie. 

On  peut  prévoir  que,  dans  le  cas  particulier  où  les 
droites  AC  et  BC  sont  parallèles  aux  axes,  la  tangente 
commune  passe  par  un  point  fixe. 

Cherchons  combien,  d'un  point  donné  M,  on  peul 
mener  de  droites  MPQ,  telles  que  les  paraboles  (A)  et 
(B)  soient  tangentes  à  cotte  droite  au  raéme  point. 
Soit  m  le  point  de  contact  des  deux  paraboles  (^fig-  3)- 
Les  quatre  directions  Aj:,  AC,   Ani  et  hp  parallèle 


à  mM  sont  conjuguées  harmoniques;  à  une  direc- 
tion mM.  correspond  une  seule  direction  Am,  et  réci- 
proquement. Si  la  droite  Mm  varie,  le  lieu  du  point  m 
est  le  lieu  d'intersection  de  deux  rayons  de  faisceaux 
homograpbiqucs  ayant  pour  points  fixes  les  points  M 
et  A.  Ce  lieu  est  donc  une  conique.  On  voit  facilement 
que  cette  conique  est  une  hyperbole  ayant  ses  asym- 
ptotes parallèles  à  Ox  et  à  Oj.  En  agissant  de  mËme 
pour  le   point  B,   on   obtient  une   seconde  hyperbole 


,,  Google 


(389) 
ayant  mëoies  directions  asymptu tiques  ut  passant  par  les 
points  M  ut  B.  Les  droites  joignant  le  point  M  aux  points 
d'iotersection  de  ces  deux  hyperboles  sont  les  tangentes 
cherchées. 

Ces  deux  coniques  ayant  trois  points  communs,  deux 
à  l'infini  dans  les  directions  (Ox,  Oy)  et  un  en  M,  se 
coupent  en  un  seul  point. 

L'enveloppe  des  tangentes  communes,  étant  une 
courbe  telle  que  d'un  poiut  on  ne  peut  lui  mener 
qu'une  seule  tangente,  est  un  point.  Les  tangentes  com- 
munes passent  donc  toutes  par  un  point  fixe. 

Prenons  comme  direction  de  la  tangente  commune  la 
droite  OC  :  la  construction  de  la  première  partie  donne, 
pour  le  point  de  contact,  un  point  de  OC.  Lorsque  ce 
point  de  contact  est  confondu  avec  le  poiut  G,  centre  de 
gravité  du  triangle  ABC,  la  même  construction  indique 
que  les  deux  paraboles  ont,  en  ce  point,  une  même  tan- 
gente parallèle  à  AB.  Le  point  G  est  donc  le  point  iixe 
cherché. 

Autre  démonstration. 

Soient  MP  la  tangente  qui  rencontre  BC  en  I  {Jig-  4  )i 
et  N  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  Ox. 
On  a 

BI  =  ^ 
et 

PA  =  AN, 
d'où 


P„,(0A-^)i 
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donc  CI  =  —  et  la  droite  MP  passe  par  le  centre  «le 
gravité  G  du  triangle  ABC. 

Fig.  4. 


Quatrième  Partie. 

Transformons  par  polaires  réciproques,  en  prenant 
comme  conique  fixe  un  cercle  aj'ant  son  centre  en  O. 
Les  deux  paraboles  se  transforment  en  deux  coniques 
passant  par  l'origine  et  ayant  pour  axes  des  parallèles 
à  Oxet  à  O^.  Elles  sont  tangentes  en  un  point  I{^^.  5), 
qui  est  situé  sur  la  polaire  du  point  G  par  rapport  au 
cercle.  Elles  se  coupent  en  un  quatrième  point  H,  qui 
est  le  pôle  de  la  seconde  tangente  commune  aux  deux 
paraboles.  La  droite  IH  est  la  polaire  du  point  d'inter- 
section de  ces  deux  tangentes. 

Or  les  deux  coniques  ayant  leurs  axes  parallèles, 
leurs  droites  d'intersection  sont  également  inclinées 
sur  les  axes  :  IH  et  10  sont  donc  également  inclinées 
surO_>'. 

Revenons  à  la  première  figure.  Le  point  I  se  trans- 
forme en  une  droite  passant  par  G  et  perpendiculaire 
à  OI,  la  droite  IH  en  un  point  M  sur  GM  et  sur  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  O  sur  IH. 
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Les  doux  droites  GM  ci  OM  sont  deux  rayons  <le 
faisceaux  homographiques,  el  le  lieu  de  leur  întersec- 

Fig.  5. 


lion  est  une  hyperbole  ayant  pour  centre  le  milieu  de 
OG,  passant  par  O  et  ayant  pour  asymptotes  des  paral- 
lèles A  Ox  elà  Oy. 


SOLUTION  DB  lA  OUBSTION  D'ANALYSE  PROPOSÉS  AU 
CONCOURS  D'AGRÉGATION  DES  SCIENCBS  HATOÉXATIOUBS 
EN  1888; 

Par  m.  B.  NIBWENGLOWSKI. 


Trouver  la  surface  minima  réelle  qui  admet  pour 
ligne  géodésitfue  la  cjrcloïdc  définie  en  coordonnées 
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rectangulaires  par  les  équations 


Indiquer  la  forme  de  la  surface  :  montrer  que  le 
plan  des  xy  est  un  plan  de  symétrie,  et  que  les  tan- 
gentes à  la  cjcloïde  en  ses  points  de  rebroussement 
sont  des  axes  de  symétrie  de  cette  surface. 

Montrer  que  la  surface  peut  être  coupée  par  une 
infinité  de  plans  suivant  des  paraboles  du  second 
degré. 

Former  l'équation  différentielle  des  lignes  de  cour- 
bure de  la  surface.  Démontrer  qu'ici  plan  perpendi- 
culaire à  la  base  de  la  cycloïde  et  à  égale  distance  de 
deux  points  de  rebroussement  consécutifs  de  cette 
courbe  coupe  la  surface  suivant  une  ligne  de  courbure. 

Premcère  méthode. 

Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  en  un  poînl 
d'une  surface  peuvent  être  représentés,  en  supposant 
les  axes  rectangulaires,  par  les  nombres 


Nous  poserons 


Au  luojen  de  ces  variables,  doni  le  choix  a  été  in- 
diqué par  M.  O.  Bonnet,  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  d'une  surface  miuima  peuvent  être  repré- 
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scntées  par  les  formules  suivanics  (  '  )  : 

^=^//i{«i)C''-'»'-'''«')rf".+  iy/i(pi)(e'P— e-'P-)rfP., 

J'=^y/iC«.)(e'«'+e-'«'l<*«i-^//iCPi)(e'P'+e-'PO''P.- 

La  cycloïde  doDnée  devant  fitre  une  ligne  géodésique 
de  la  surface  minîma  cherchée,  en  tout  point  de  cette 
cjcioïde  la  normale  sera  la  normale  à  la  surface  au 
même  point,  et,  réciproquement,  si  la  surface  contient  la 
cycloïde  et  si  en  chacun  des  points  de  la  cycloïde  la  nor- 
male à  la  surface  est  dans  le  plan  de  la  rycloïde,  cette 
dernière  sera  une  ligne  géodésique,  et  aussi  une  ligne 
de  courbure.  Eu  tous  les  points  de  la  cycloïde,  on  devra 
donc   avoir  9  ^  go",   c'est-à-dire  p  =  o,  et  par  suite 

Pour  déterminer  les  deux  fonctions  inconnues/et/,, 
nous  écrirons  :  i°  que  z  =:  o,  et  n"  que  les  éléments  li- 
néaires de  la  cycloïde  et  de  la  surface  sont  égaux  lorsque 
^1  =  «1,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a,. 

La  normale  au  point  (f  )  de  la  cycloïde  fait  avec  l'axe 
des  X  un  angle  égal  a  n —  jc  (en  supposante  >o);  la 
normale  à  la  surface  au  même  point  faisant  avec  t'axe 
des  X  un  angle  égal  à  a,  on  doit  avoir,  puisque  a  ^  a, 
et  que  ces  deux  normales  doivent  coïncider, 


Si  rfff  représente  la  différentielle  de  l'arc  de  la  cy- 
cloïde, on  a 

dtfl=  ia*sm*\vdv*=  i6a*  sin*c[i  rfaj; 


{■)  B.  NiEWENOLowsKi,  ExpoiUton  de  la  méthode  de  Biemann 
pour  la  détermination  des  aurfacei  minima  de  contour  donné 
(Annalet de  l'École  Normale;  i88o.  Paris,  Gauthier-Villars). 
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d'autre  part,  l'élément  linéaire  ds  de  la  âurface  «st, 
commu  on  le  reconnaît  aisément,  donné  par  la  formul*^ 

On  doit  donc  avoir,  si  ^,  :=  a, , 

(4)  /C".)+/iC«.)  =  o, 

d'où 

(îj  /;(>.)=-/'("!), 

ce  qui  exprime  que  2  =  ti,  et 

/■»(a,)=— 4oisin»a,, 
pour  exprimer,  en   tenant  compte  de  ré(]uatiuii  (5), 
que  ds*=  di*. 

On  tire  de  la  dernière  équation 

/'(«,)=  aeotsiB*!        {t=±i), 

et  par  suite 

/(a,)=— atoicosai. 

Il  est,  on  le  voit  immédiatement,  inutile  d'ajouter  uuc 
constante. 

De  ce  qui  précède  on  tire 

/i(ai)  =  a6aico»ai 

ou,  ce  qui  revient  au  mâme. 

Les  fonctionsy  ety*!  étant  connues,  substituons  leurs 
expressions  dans  les  formules  (3).  En  remplaçant  la  va- 
riable a  par  n  — ^v,  on  trouve  sans  difficulté 

s  = —  jaeisin  jCSJDi^  -i-coDst., 
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en  prenant  e  = — i  el  remplaçant  les  constanlea  arbi- 
traires par  zéro,  on  obtient 

(6)  ja.=:a(i— sint-cosaip). 

En  donnant  à  v  et  p  des  valeurs  réelles,  on  aura  une 
surface  réelle  répondant  à  la  question. 

Seconde  méthode. 

Nous  suivrons  exactement  la  même  marche,  maïs  en 
employant  d'autres  variables. 

Une  surface  minima  est  définie,  en  coordonnées  rec- 
tangulaires, par  les  formules  ('  ) 

(3i='-J(i-u*)P(u)du+iJ(,i-u})F,(a,)dai, 

(  s^J'uF(u)du+JuiP,iu,)da,. 

La  normale  au  point  (u,  u,)  fait,  avec  l'axe  des  z,  un 

angle  ayant  pour  cosinus  — '■ • 

Pour  tous  les  points  de  la  cycloïde,  on  doit  donc  avoir 


ce  qui  donne 

(8)  F,(i)  =  «*F(«). 

Posons  u  =  pà'   ,  u,^pe  '    .  Pour  tous  les  points 


(■)  G.    Darboux,  Leçon*  !ur  ta  théorie  générale  de*  lur/aces, 
t.  I,  p.  389.  Paris,  GaulhieT-VilUrs. 
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de  la  cycloïde  on  doit  avoir  uu^  =  i ,  donc  p  ^  i .  Les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface,  ayant 
pour  expressions,  en  un  point  (u,  u,), 

"1+  "  t(u,— «)  MU|  —  I 

UUi  -f-  I  UU|  -t- 1  uu,  +  I 

Ces  valeurs  deviennent 


Or,  au  point  (v)  de  la  cyrloïde,  les  cosinus  direcLeurs 
de  la  normale  à  la  courbe  ont  pour  valeurs 


Donc,  en  posant  t^ — v,  la  normale  à  la  surface  au 

point  \e    *,  e')  coïncidera  avec  la  normale  au  point  (f) 
de  la  cjcloïde,  pourvu  que  la  condition  (8)  soit  remplie. 
En  désignant,  comme  plus  haut,  par  ds  et  d<T  les  élé- 
ments linéaires  de  la  surface  et  de  la  cycloïde,  on  a 

H* 

dt'=  {t -i-  au,)* F{u)F,(u,)du  du,  ; 

cette  dernière  formule  devient,  en  supposant  uitt  =  i  et 
tenant  compte  de  l'équation  (S), 

On  doit  donc  vérlGer  l'équation 
ce  qui  donne 
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par  suite  (8), 


■G)^ 


donc 

F,(a,)=- 


"î 


En  rcmplaçaat  F(u)  et  F,(u,)  par  ces  expressions  dans 
les  formules  (7),  intégraut  et  posant,  afin  que  u  et  u, 
soient  imaginaires  conjuguées, 


puis,  prenant  t= — i  et  déterminant  convenablement 
Its  constantes  arbitraires,  on  trouve  sans  diÛSculté 

.=4.-i(,.i)...], 

Ces  formules  coïncident  avec  les  formules  (6),  si  l'on 
pose  p  =  eP.  Si  l'on  donne  à  p  la  valeur  particulière  i, 
on  obtient  les  formules  (1),  représentant  la  cycloïde 
donnée. 

Forme  de  la  surface.  —  Si  l'on  remplace  v  par 
f-î-  a^TE  et  p  par  ( — i)*p,  les  expressions  dey  et  z  ne 
changent  pas;  x  augmente  de  aki^a.  La  surface  est  donc 
périodique,  elle  se  compose  d'une  infinité  de  nappes 
identic|ues  à  celle  qu'on  obtient  en  faisant  varier  f  de  o 
à  aiî. 

Si  l'on  cTiange  p  en  — p,  z  cbange  de  signe  sans 
changer  de  valeur  absolue,  x  et  y  gardent  leurs  valeurs; 
si  l'on  cbange  f  en  — v,  ^conserve  sa  valeur,  mais  x 
et  z  changent  de  signes  en  gardant  les  mêmes  valeurs 
absolues;  enfin,  si  l'on  change  v  en  aït  —  c,  ^j"  et  z  res- 
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lont  invariables,  x  se  change  en  aitn  —  x;  il  résulte  de 
là  :  i"  que  le  plan  des  jcjr  est  un  plan  de  symétrie  (ce  qui 
est  d'ailleurs  évident  a  priori);  2°  que  la  tangente  en 
un  point  (le  rebrous  sèment  de  la  (lycloïde  est  un  axe  de 
symétrie;  enfin  '6"  que  tout  plan  perpendiculaire  à  la 
base  de  la  cyeloïde  et  mené  à  égale  dîstauee  de  deux 
rebrousscmcnis  consécutirs  est  un  plan  de  symétrie. 

Courbes  c^const.  —  Supposons  que  l'on  donne 
à  V  une  valeur  constante  déterminée  c«,  et  cherchons 
les  jwints  correspondants  de  la  surface.  Ou  a  pour  ces 
points  (()) 

donc  tous  ces  points  sont  dans  un  plan  perpendiculaire 
au  plan  de  la  cycloide.  Considérons  le  cercle  généraUiur 
de  la  eyeloïde;  quand  v  =  v^^  le  centre  de  ce  cercle,  qui 
roule  sans  glisser  sur  l'axe  des  x,  est  venu  occuper  une 
position  déterminée  ta,  à  laquelle  correspond  un  {>oint 
M  de  la  cyeloïde;  l'équation  (10)  montre  que  la  trace 
du  plan  de  la  courbe  v  =  fg  est  précisément  dirigée  sui- 
vant le  rayon  uM.  On  trouve,  par  un  calcul  très  simple, 
que  la  section  de  la  surface  par  le  plan  mené  par  la 
droite  uM,  et  perpendiculaire  au  plan  des  xy,  est  une 
parabole  du  second  degré,  ayant  pour  sommet  le  point 
M,  et  pour  axe  la  droite  uM,  la  concavité  de  celte  para- 
bole étant  dirigée  de  u  vers  M  ;  enfin  le  paramètre  de 
cette  parabole  a  pour  valeur  4'*sin'jv'o.  Si  l'on  fait 
varier  v  de  o  à  it,  le  paramètre  va  en  croissant  depuis  o 
jusqu'à  4 a  et  reprend  les  mêmes  valeurs  etf  sens  inverse 
quand  v  varie  de  ir  à  un.  Pour  ^  =  0,  ta  parabole  est 
infiniment  aplatie  et  se  réduit  à  la  partie  négative,  de 
l'axe  des^,  de  sorte  que  la  surface  contient  une  intinîté 
de  demi-droites  tangentes  à  la  cyeloïde  en  ses  points  de 
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rcbroossemcnt.  La  surface  peut  donc  être  engendrée 
par  la  parabole  mobile  que  nous  venons  de  définir,  et  ce 
mode  de  génération  indique  nettement  sa  forme. 

Courbes  p  =  const.  —  Ces  courbes  se  projettent 
sur  ]e  plan  des  xy  suivant  des  cycloïdes  allongés  et  sur 
le  plan  des  yz  suivant  des  paraboles.  Nous  savons  déjà 
que  la  cycloïde  donnée  est  la  courbe  p  ^  ■■ 

Equation  ilifferentielle  des  lignes  de  courbure.  — 
Les  lignes  de  courbure  d'une  surface  minima  sont  défi- 
nies par  l'équation  différentielle 

(II)  F{«)rftt«— F,{M,)rfwî  =  o. 

Si  l'on  exprime  que  la  surface  a  une  ligne  de  cour- 
bure plane,  dont  le  plan  est  parallèle  au  plan  des  xj, 
celte  équation  devra  ilre  vérifiée  quand  u,  =  --  En 
introduisant  cette  hypothèse  dans  l'équation  (ii))  on 
obtient 

=  u'F(u): 


'■(-:)= 


c'est  l'équation  (3). 

Remplaçons  F(u)  et  F|(«()  par  leurs  expressions 
trouvées  plus  haut  :  l'équation  (ii)  devient  par  cette 
subsiitudon 

(la)  ^^^rfu'-i-  '-^^  du\  =  Q. 

Si  l'on  suppose  i-  :=  Tt,  et  par  suite  u  = —  l'p,  u,  ^  l'p, 
ce  qui  donne 

du^ =  du\ 
cl 


l'équation  précédente  est  vérifiée  ;  donc  le  plan  perpen- 
diculaire à  la  base  de  la  cycloïde  et  à  égale  distance  de 
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deux  rebrou ssements  consécutifs  coupe  la  surface  sui- 
vant une  ligne  de  courbure.  Ce  résultat  est  d'ailleurs 
évident  a  priori,  puisque  ce  plan  est  un  plan  de  symé- 
trie. On  voit  encore  que  la  section  parabolique  obtenue 
est  une  ligne  géodésique,  de  sorte  que  la  surface  trouvée 
ne  diffère  pas  de  celle  qui  a  été  étudiée  par  M.  E.  Ca- 
talan, et  qui  admet  pour  ligue  géodésique  une  parabole 
du  second  degré. 


CORRESPONDANCE. 


M.  J.  Mouckel  nous  communique  les  deu  x  iniéressaots  théo- 
rèmes suivants  : 

THÉORàiiB  !■  —  Lorsque,  dam  un  déterminant  de  l'ordre 
n,  on  retranche  chaque  ligne  ou,  chaque  colonne  de  la 
somme  de  toutes  les  autres,  on  obtient  un  nouveau  déter- 
minant qui  est  égal  au  premier  multiplié  par 

TuâoaÉUB  II.  —  Si,  dans  un  déterminant  de  l'ordre  n,  on 
retranche,  de  chaque  ligne  ou  de  chaque  colonne,  la  somme 
de  toutes  les  autres,  on  obtient  un  nouveau  déterminant 
qui  est  égal  au  déterminant  primitif  multiplié  par 


OUBSTrON  PROPOSÉE. 

1S83.  On  calcule  une  suite  de  fonctions,  d'après  la  loi 

1  supposant  Ui  =  i.  Démontrer  la  formule 

«*— I  =  H|-)-  «,  U,+  UlU,U,+.... 

^  (E.  Gbsabo.) 
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BEmilQlRS  SUR  BrVIRS  ARTICLES,  COIïCERNAKT  L4  THÉORIE 
DES  SÉRIES; 

Pab  m.  E.  CESARO. 


i.  M.  Malhyas  Lerch  a  signalé  des  séries  qui  se 
prêtenl  à  des  eonsidérations  intéressantes.  C'est  spécia- 
lement la  série  dont  le  terme  général  est 

"«=  g"-''r     '  (o<7<i<3-), 

que  M.  Lerch  a  fait  coniiaiirc  dans  le  Jornal  tie 
Sciencias  mathematicas  c  astrononticns ,  vol.  Vil,  p.  7<). 
On  a  représenté  par  v  In  nombre  des  chiffres  de  n.  Le 
nombre  — —  >  généralement  égal  à  q,  devient  x"  lorsque 
nr=%n-'-*.  Il  en  résulte  que,  si  l'on  fait  parcourir  à  n 
la  succession  des  puissances  de  lo,  le  rapport  considéré 
Unit  par  surpasser  toute  limite.  Cependant  la  séiie  est 
convergente,  car  \Ju^  tend  vers  y  ■<  i .  M.  Lerch  dit,  en 
outre,  que  j:  doit  être  inférieur  à  —:•  Curieux  de  savoir 
le  pourquoi  de  cette  condition  inutile,  j'ai  été  conduit  à 
penser  que  M.  Lerch,  voulant  se  borner  à  faire  con- 
naître quelque  exemple  particulier  de  séries  construites 
avec  une  grande  généralité,  a  involontairement  échangé 
unire  elles  les  conditions  relatives  à  deux  cas  parti- 
culiers différents.  Soit  f{n)  une  fonction  telle  que 
/(") — f{"-  —  ')  augmente  avec  n  au  delà  de  toute 
limite.  Si  S{«)  est  In  totalité  des  nombres  entiers,  non 
supérieurs  à  n,  qui  jouissent  d'une  propriété  Û,  appar- 
tenant à  une  infinité  do  nombres  entiers,  la  série  dont 

Ann.  de  Mathémat.,  3*  «'■rie,  t.  VU.  (.Srplembrc  i8SS.)        aC 
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le  terme  général  est 

u„  =  î"a;/is<""  (o  <  9  <  i<  r) 

-  lend  vers  zéro, 
bien  que  le  rapport  — —  surpasse  toute  limite  lorsque  fl 
parcourt  la  succession  des  nombres  entiers  doués  de  la 
propriété  û.  La  série  est  encore  convergente  lorsque 
— — - — -  tend  vers  une  limite  finie  autre  que  zéro;  maïs, 
dans  ce  cas,  x  ne  peut  être  aussi  grand  qu'on  le  veut. 
En  particulier,  la  série,  dont  le  terme  général  est 


:.-,.JAr 


.<5<.<»<-    , 


est  convergente,  bien  qtic  le  rapport  — ~  surpasse  toute 
limite  lorsque  n  parcourt  la  succession  des  carréspar- 
faits.  C'est  probablement  cette  série  que  M.  Lerch  aïaîl 
en  vue,  ou  plutàt  ta  série  qui  a  pour  terme  général 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  est  certain  que,  si  la  propriété  Q 
cessait  d'âtre  infiniment  rare  parmi  les  nombres  entiers, 
la  série  perdrait  sa  convergence. 

2.  J'ai  donné  dans  le  même  Journal,  vol .  VII,  p.  i  J^i 
des  exemples  moins  compliqués.  Les  voici  : 

M.  A.  Gutzmcr  dît  que  ces  exemples  sont  moins  re- 
marifuables  {\wc  celui  de  M.  Lei'cli.  Cette  appréciation 
est  iiicxacle.  Voici  pourquoi.  Dans  la  sériede  M-  Lercli, 
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les  valeurs  de  h,  qiiî  font  croître  — ^  au  delà  de  toute 
limite,  deviennent  de  plus  en  plus  tares.  Dans  mes 
tïemples,  comme  dans  d'autres  séries  de  M.  Lcrch,  il 
est  tout  aussi  probable  de  voir  — —  tendre  vers  l'infini 
que  vers  zéro.  C'est  justement  sur  cette  observation  que 
M.  Gutzmer  s'appuie  pour  dire  que  la  série  de  M.  Lercb 
est  la  plus  remarquable  de  toutes.  Or  il  me  semble  que 
la  convergence  d'une  série  est  d'autant  plus  surpre- 
nante que  tes  symptômes  de  divergence  s'y  manifestent 
plus  fréquemment .  Ou  devrait  plutôt  s'attacher  à  mul- 
tiplier ces  symptômes  autant  que  possible,  en  s'elforçant 
d'obtenir,  malgré  cela,  une  série  convergente.  Il  est 
certain  qu^on  peut  construire  des  séries  dans  lesquelles 
— ~  surpasse  toute  limite  pour  des  valeurs  de  n,  dont  la 
fréquence  parmi  les  nombres  entiers  est  aussi  considé- 
rable <ju'on  le  veut.  Il  sufGt  de  prendre  la  série 

où 

"<7l<?I<    -.<îr<l. 

Ici  la  convergence  est  manifeste.  Cependant,  la  probabi- 
lité de  voir  — —  surpasser  toute  limite  est  1 :  elle 

est  aussi  voisine  de  l'unité  qu'on  le  veut.  Est-il  pos- 
sible de  construite  ries  séries  convergentes  datts  les- 
quelles les  valeurs  de  it,  tjui  ne  font  pas  croître  — — 
à  l'infini,  soient  in/inimetit  rares? 

i.  Dans  le  Jornal  île  Sciencias,  vol.  VIII,  p.  33, 
M-  Gutzmer  a  montré  que  les  singularités  de  la  série  de 
M.  Lercli  peuvent  être  ert/wceej  par  un  groupement  con- 
venable des  termes.   Ce  fait  est    vrai    pour   toutes  les 


,,  Google 


{M  ) 
séries  convergentes.  J'ai  élabli  cela  eu  faisant  voir,  par 
des  considéra  lion  s  analogues  à  celles  dont  on  fait  usage 
pour  démontrer  le  théorèmti  de  lîiemann,  comment  on 
doit  s'y  prendre  pour  calquer,  pour  ainsi  dire,  une  série 
convergente  sur  une  progression  géométrique  donnée. 
Mais  M.  Ed.  Weyr,  dans  le  même  Journal,  vol.  VUI, 
p.  97,  vient  d'arriver  au  munie  résultat  par  des  considé- 
rations beaucoup  plus  simples  que  les  miennes.  Je  vais 
les  reproduire  en  les  modifiant  quelque  peu.  Soït 


une  série  convergente  à  termes  positifs.  Le  rapport  =^ 
croit  à  l'infini  avec  n,  i;i,  par  suite,  on  peut  toujoni-s 
assigner  une  valuur  de  n  à  partir  de  laquelle  on  ait  con- 
stamment yS„>-Rn,  l  étant  positif.  Cela  est  encore 
vrai,  si  l'on  considère  la  série  à  partir  de  l'un  quel- 
conque de  SCS  termes.  Il  en  résulte  qu'on  peut  grouper 
les  termes  de  la  série  ii,  +  Ma+  u^-t-.  ■  ■•,  en  les  laissant 
dans  l'ordre  où  ils  se  trouvent,  de  manière  à  former  une 
nouvelle  série  v,  -1-  f  »  +  Vj  -|-  ■ . . ,  dont  les  termes  satis- 
font à  l'inégalité  </i'«>  i-h+i  +  i-H+i-t- Cn+i-H On 

voit  que  — ^  sera  constamment  inférieur  au  nombre 
positif  y,  arbitrairement  petit.  Plus  généralement,  ajant 
pris  des  nombres  quelconques,  positifs  et  finis,  la  re- 
marque de  M.  Weyr  conduit  à  afiirmer  qu'il  existe  une 
suite  de  nombre  positifs  ^),  y,,  çj,  ...  non  supérieurs 
aux  nombres  donnés,  et  tels  que  l'on  puisse  écrire 


^îl)('+9l)---(l+?B 


Au  moyen  de  cette  égalité,  nous  pouvons  faire  en  sorte 
que  l'allure  de  la  série  donnée  se  modèle,  autant  que 
possible,  sur  celle  d'une  autre  série. 
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i.  On  a  reproduit  dans  le  même  Journal,  vol.  VIII, 
p.  Il 6,  quelques-unes  de  mes  précédentes  remarques 
[Nouvelles  Annales,  p.  5o;  1880).  A  propos  de  l'une 
d'elles,  je  signalerai  une  généralisation  assez  intéres- 
sante. Si  la  fonction  a„  croit  saus  cosse  et  indéfiniment, 
on  sait,  d'après  Cauchy,  que  l'on  a 

lin,  -.S.-(--".'S.->----*<".-»-.lS.  __  s 
OU  bien 


D'autre  part,  en  vertu  du  même  théorème  de  Caurliy, 
carlimtin'^  o.  Doitu 


Voici  une  curieuse  ironséquence  de  cette  égalité.  Si  la 

série 1 1 1 n'est    pas   moins    diuereentfi 

«1        «(        a,  '  " 

que  la  série  harmonique,  on  peut  sub5ti,tuer  n  au  déno- 
minateur a,,.  Si  l'on  prend  ensuite  a„u„  =  ±i,  on  arrive 
à  cette  conclusion  :  pour  que  la  série 


ioir  convergente,  il  faut  que  les  signes  —  s'y  présentent 
lussi  fréquemment  que  les  signes  +.  Cela  généralise 
une  proposition  énoncée  précédonimcn t  [Nouvelles  Aii' 


nales,^.  5y;  188S). 
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5.  Il  vient  de  paraître  dans  les  Nouvelles  Annales, 
p.  igf),  1 888,  uit  lliéorùme  de  convergence  (|ue  son  au- 
teur, M.  J.-L.-W,-V.  Ji:nsen,  croÏL  nouveau.  On  a  l'ha- 
bitude'd'énoncer  la  première  partie  du  théorème  de 
Kummer  coairae  il  suit:  Soit  Oa  une  fonction  positive 
de  n.  La  série  M|  H-  Ui+  Us-\- . . . ,  à  termes  positifs,  est 

convergente  si  a„  —^ «„+,  tend,  pour  n  infini,  vers 

une  limite  positive.  Cet  énoncé  a  le  défaut  d'ôtre  plus 
restrictif  que  ne  l'exige  la  démonstration;  car,  dans 
celle-ci,  un  commence  par  admettre  l'existence  d'une 

limite  positive  \  pour  o„ — a„+,  dans  le  seul  but 

d'en  conclure  que  cette  expression  ânit  par  surpasser 
tout  nombre  positif  k  inférieur  n  X,  M.  Jenscn  a  doue 
raison  d'énoncer  le  théorème  de  Kummer  comme  il  le 
fait,  mais  on  ne  saurait  accorder  à  son  article  des  Nou- 
velles Annales  d'antre  valeur  que  celle  d'une  utile  re- 
marque. Voici  comment  je  démontre  dans  mon  Cours, 
depuis  deux  ans,  le  théorème  eu  question.  L'inégalité 

qui  a  lieu  à  partir  d'une  valeur  den,  montre  d'abonl que 
la  fonction  ^oràtVtf  aaU„  Unit  par  décroître.  DouccqUii 
admet  une  limite  lïuie,  et,  par  suite,  la  série 

((i|U|  — a,u,)  -1-  (diui— a, u, )  +  («[,«,  — ajUk) H-... 

est  convergente.  La  série  donnée  converge  donc  aussi, 
puisque  ses  tormes,  multipliés  par  la  constante  A,  finis- 
sent par  être  iitlérieurs  aux  termes  correspondants  d'une 
série  convergente  à  termes  positifs.  Quant  à  la  seconde 
partie  du  théorème,  j'observe  que,  si  l'expression  consi- 
dérée devient  négative  à  partir  d'une  certaine  valeur 
de  »,  la  fonction  (i„u„  croit  au-dessus  de  quelque 
nombre  positif  A.  Il  en  résulte  que  la  série  donnée  est 
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divergente,  puisque  ses  termes  unissent  par  surpasser 

les  termes  correspondants  de  la  série  —  H 1 (-  ■  ■  ' 

r  a,        o,        a, 

qu'on  suppose  àwergente. 


SUR  LB  PLUS  GRAND  COMMUN  BIYISBUR  DE  DEUX  POLYNOMES 
ENTIERS; 

Par  m.  Étibnne  POMEY. 


Je  me  propose,  dans  ce  travail,  de  chercher  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  polynômes 
entiers 

/^«o-i-aiar  +  aiar'-t-,,.  +a„a!'", 
ff^bf-t-  bfX  -h  b,js'-t-  ...-^-bnX", 

m  étant  supérieur  ou  égal  à  n,  aient  un  plus  grand 
commun  diviseur  de  degré  p,  et  de  former  ce  plus  grand 
commun  diviseur. 

Lemme  I.  —  L'expression  générale  des  polynômes 
entiers  u,  v  satisfaisant  à  l'identité 

(I)  uf+i>g^o 

est  donnée  par  les  formules 

(3)  u^g,\, 

(3)  <■=-/■  A, 

où  A  désigne  un  polynôme  entier  quelconque  et  f,  et  g, 
les  quotients  de  f  et  g  par  leur  plus  grand  commun 
diviseur  8. 

En  edet,  l'identité  (i)  peut  s'écrire 

(4J  u/,<i+vfft^^o. 
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Si  /  et  g  soûl  premiers  enlre  eux,  ou  peut  supposer 
0=  i,y,  TJiJ",  ^l '^ g-  S'ils  ne  sonl  pas  premiers  entre 
eux,  (l  n'est  pas  identiquemctit  nul.  Uaiis  les  deux  cas, 
on  peut  donc  diviser  l'idéalité  (4)  par  0,  ce  qui  dounc 
■  (5)  u/i+^g,-^o. 

On  voit  ainsi  que  g,  divise  u/,  ;  mais  g,  est  premier 
avecft-,  dont  il  divise  u,  et  l'on  a 

A  étant  uu  polynôme  entier.  Alors  l'identité  (5)  peul 
s'écrire 

ou,  puisque g^i  n'est  pas  identiquement  nul, 

Ainsi,  pour  que  it  et  f  poissent  satisfaire  à  la  rela- 
tion (i),  il  faut  qu'ils  rentrent  dans  les  formules  (2! 
et  (3);  d'ailleurs  les  polyiiùmes  donnés  par  ces  formules 
satisfont  à  l'identilé  (1),  quel  que  soit  le  polynôme  A. 
Le  ihéurcme  est  doue  démontré. 

LkmmkII,  —  Lorsque  le  plus  grand  commun  divi- 
seur 0  de  f  et  g  esl  de  degré  p,  il  existe,  quelle  i/ae 
soit  la  valeur  de  q,  prise  parmi  les  nombres  1,  t, 
3,  ..../',  deux  poljnàmes  u,  v  de  degrés  respectifs  n^q, 
m  —  q,  satisfaisant  à  l'identité  uf-i-  vg  ^  o. 

En  eirel,  8  étant,  par  liypotlièse,  de  degré  /',  les  po- 
lynômes y,  et  g*),  quotients  Ae  f  al  g  divisés  par  fl,  sont 
des  degrés  n  —  p  cl  m  —  />;  alors,  si  dans  les  formules 
(a)  eL  (3)  du  Icinme  I,  qui  délinisscnt  tous  les  couples 
de  polynômes  u,  v  satisfaisant  à  uf-^  vg  -:=  o,  on  prend 
pour  A  uu  polynôme  arbitraire  de  degré  p  —  y,  en  dé- 
signant par  q  l'un  des  nombres  !,■),,  . .. ,  p.  les  polï- 
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nôtDes  u,  V  correspondants  fournis  par  ces  formules  ont 
respectivement  pour  degrés  n  —  9  et  m  —  q. 

Lf.mmeIII.  —  Lorsque  le  plus  grand  commun  rfiiu- 
seur  H  de  f  et  g  est  de  degré  /7,  il  existe  an  couple  de 
polynômes  «,  v  respectivement  de  degré  n — p  et  m — p, 
satisfrLant  à  l'identité  uf-\-vg^o.  Il  n'en  existe 
i/u'un  seul,  abstraction  faite  d'un  fadeur  constant 
arbitraire. 

En  effet,  9  étant  de  degré  p,  f,  et  g^  sont  de  degré 
«  —  p  et  m — p.  Alors,  d'après  les  formules  (2)  et  (3) 
du  Icmmc  1,  tous  les  couples  de  poljnàmes  u,  f,  de 
degré  «  —  p  et  m  —  py  satisfaisant  à  uf+vg'^o^  s'ob- 
liendront  en  multipliant  g,  et  — ft  par  une  même  con- 
stante A,  arbitraire  d'ailleurs. 

Lemme  IV.  —  Lorsqu'il  existe  un  couple  de  poly- 
nômes u,  v,  déterminés  à  un  facteur  constant  arbitraire 
près,  respectivement  de  degrés  n  —  p  et  m  —  p,  tels 
que  uf+  vg  soit  identiquement  nul,  le  plus  grand 
commun  diviseur  0  defet  g  est  de  degré  p. 

En  effet,  l'expression  générale  des  polynômes  u,  v 
satisfaisant  à  l'identité  uj -^vg^o  est  donnée  par  les 
formules  (a)  et  (3)  du  lemme  I.  Pour  que  ces  poly- 
nômes u,  ►■  soient  déterminés,  à  un  facteur  arbitraire 
près,  il  faut  que  le  polynôme  A  se  réduise  à  une  con- 
stante; alors,  pour  que  u  Kl  v  aient  pour  degrés  n — p 
cl  m  — p,  il  faut  que  g,  et  f  soient  eux-mêmes  de 
degrés  n  —  p  et  tu  — p\  or  ces  derniers  polynômes  sont 
les  quotients  de  get/parQ;  il  faut  donc  que  0  soit  de 
degré  p. 

Ces  lemmes  préliminaires  établis,  on  peut  rattacher 
les  conditions  d'existence  d'un  plus  grand  commun  di- 
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viseur  de  degré  p,  soit  au  résultant  d'Euler-Bézonl- 
SylvGstcr,  soit  à  celui  de  Bézout-Cauchy.  C'est  ce  que 
je  ferai  successivement   dans   la   première  et  dans  la 
seconde  Partie  de  ce  travail . 

PREMIÈEIE  PARTIE. 

RÉSTILTAMT    d'eOLER-BÉZOUT-SYI-VESTER. 

Notations.  —  Dans  ce  qui  suit,   nous  désignerons 
par  Ro  le  déterminant  suivant,  d'ordre  m  +  « 


dans  lequel  les  m  premières  colonnes  contiennent  uni- 
qucDicul  les  coefficients  de  g',  les  n  dernières  uniquement 
les  coefSciouts  de  f,  et  où  l'on  considère  comme  nuls 
tous  lus  éléments  non  écrits  situés  en  dehors  dos  deux 
parallélogrammes  recouverts  par  les  a  et  par  les  6,  Sauf 
une  légère  moditication  d'arrangement,  ce  déterminant 
est  le  résultant  d 'Eu icr-Bézout-Sylv ester  relatif  aux  po- 
lynômes y  et  g. 

IVous  désignerons  par  Ri  le  déterminant  qui  se  déduit 
de  Rp  par  la  suppression  des  i  rangées  quadraugul aires 
extrêmes,  c'est-à-dire  par  la  suppression  des  j  première.' 
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ctdcsi  dernières  ligues,  ainsi  que  des  i  premières  el  des 
1  dernières  colonnes. 

Nous  appellerons  Rjj  le  déterminant  obtenu  au  moyen 
(leRj-en  substituant  à  sa  première  ligne  les  éléments 
correspondants  de  la  y''""  ligne  de  B». 

En  désignant  par  q  L'un  quelconque  des  nombres  i. 
i,...,p-i-i  et  posant 

u  s  a»  -Ml,  a:  -t-  a,  3?"  -H ...  +  «„_^  ^"-î, 

nous  appellerons  5^  le  système  d'équations  obtenu  en 
égalant  à  zéro  les  coelficicnts  du  polynôme  '(/"+  vg,  ce 
sf  tèine  étant  écrit  sous  la  forme  spéciale  suivante  : 


..-+-&„  P„. 


Nous  appellerons  enfin  Sf,*le  système  qu'on  déduit 
de  Sq  en  y  supprimant  les  k  premières  équations,  et  S^  /, 
le  système  obtenu  en  remplaçant  la  première  équa- 
tion SjjA  par  la  /('''"'  équation  de  S^. 

De  ces  déCnitions  résultent  les  remarques  suivantes  : 
Première  remarque  préliminaire.  —  Si  l'on  consi- 
dère le  système  Sç,y_,,  composé  de  m  +  n — ay -H  a 
équations  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux 
m-i-  n  —  2^  +  «  quantités  pm_y,  pm-q-i ,  . . .,  ^o^  o^o. 
Xi,  •  ■  ■)  o^n-q)  les  coefficients  de  ces  quantités  dans  ce 
système  forment  un  tableau  carré,  dont  le  déterminant 
«■si  Rç_i,  d'après  la  définition  de  R,-. 
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Deuxième  remai'que  préliminaire.  —  D'après  ce 
qu'on  vient  de  voir,  l«  détermiiiaiil  deg  coefficients  dei 
^  et  des  X  dans  S^,^_,  est  R^_|.  Alors,  si  l'on  supprime 
la  première  équation  du  s^'Stème  S^,^„,,  ce  qui  donne 
le  système  Sf,,j>,  et  que  dans  ce  dernier  ou  supprime  les 
termes  en  ^m-^i,  on  voit  que  les  coefficients  des  ^  et  des  s 
restants  forment  un  tableau  carré,  dont  le  déterminant 
se  déduit  de  Rp_i  en  supprimant  sa  première  ligne  et 
sa  première  colonne.  Comme  le  nombre  p  désigne,  dans 
ce  iravail,  le  degré  du  plus  grand  commua  diviseur,  il 
est  au  plus  égal  à  /i,  et  par  suite  le  déterminant  consi- 
déré est 


Il   présente   m  —  p  colonnes   formées  avec    les  coeffi- 
cients b,  et  n  —  /*  +  I  colonnes  formées  avec  les  coefli- 

En  le  développant  par  rapport  aux  éléments  de  la 
dernière  ligne,  on  a 

V_,     l>„    a,.    a„.y 
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le  délcnninant  qui  multiplie  a^  présentant  m*- — p  co- 
lonnes forinét's  avec  les  £  et  n  —  p  formées  avec  les  a. 
Ce  déterminant  est  donc  R^,  et  l'on  a 

Xroisième  remarque  préliminaire,  —  Lorsque  dans 
Sj,fl-i  on  remplace  la  première  équation  par  la  /f'""'équa- 
tion  de  S^,  /(  étant  l'uti  quelconque  des  nombres  i, 
2,  '..,  q  —  [,  les  coefficients  des  P  et  des  a  dans  le 
système  obtenu  S*^,  forment  uu  tableau  carré,  dont 
le  déterminant  est  Rç_,,Aï  d'après  la  définition  de 
Ri,j  donnée  précédemmeat.  Ainsi  le  déterminant  de 
^.p-i  (/=  'v2,  •■•,/'  —  i)  est  Rp-(,;,  et  le  détermi- 
nant de  S^',^^  (y  =  u,  1,  2,  .  ..,/?  —  i)  estR^,;^.,. 

Théorème  I.  —  Pour  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  0  de  f  et  g  soit  de  degré  p,  il  faut  et  il  suffit 
çue  l'on  ait 

Ro^  Ri  ^  "î^ . . .  ^  Rp_i^  o        et        R^^o, 

En  effet,  si  6  est  de  degré  p,  il  existe  (lemmc  II), 
quelle  que  soit  la  valeur  de  q  choisie  parmi  les  nom- 
bres 1,2,...,^,  deux  polynômes 


où  ixa_ç  et  ^m-ij  sont  différents  de  zéro,  qui  rendent 
identiquement  nul  le  polynôme  «/"-l-  vg,  c'est-à-dire 
dont  les  coefâcients  vérifient  le  système  S^  et,  par  suite, 
aussi  le  système  Sf,^.,.  Il  en  résulte  que  ce  dernier 
système  admet  pour  les  ^  et  les  a  une  solution  où  ces 
quantités  ne  sont  pas  toutes  nulles,  puisque  Pm-q  et 
an_j  en  particulier,  qui  figurent  dans  la  dernière  équa- 
tion avec  les  coefficients  l>„,  a,„  essentiellement  diffé- 
rents de  xéro,  ont,  dans  cette  solution,  des  valeurs  non 
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nulles.  Par  coni)&:|ucnl,  enfin,  le  déteriuiiiaut  de  a 
système,  qui  est  Rj_i,  d'après  la  première  rcmanjue 
préliminaire,  est  nul;  el,  comnte  if  désigne  Tun  quel- 
conque des  nombres  1,3,...,^  clioisi  arbîtrairemenii 
on  a 

R,  =  R,  =  R,  = . . .  =  Rp_,  =  a. 

En  outi'e,  d'après  le  lemmc  III,  le  système  S^  fournil 
pour  les  p  el  les  a  une  solution  déterminée,  n  un  fac- 
teur constant  arbitraire  près,  dans  laquelle  a„  .p  et  ^g,.^ 
ont  des  valeurs  dilTérentes  de  zéro.  Or,  si  l'on  attribue 
à  l'une  quelconque  des  inconnues  a„_p,  ^m-p  une  va- 
leur arbitraire  non  nulle,  la  dernière  équation  fournit 
pour  l'autre  inconnue  une  valeur  finie  non  nulle.  Le  sys- 
tème Sp,^,  composé  de  m-hn — 2p-\-i  équations  liDéal- 
les  el  non  homogènes  par  ra p|ïorl aux  m~t-  n  —  2p  +  i 
inconnues  ^m-p-t,  ■  ■■t^t^  ^tt^n  •••i«n-/»  admet  alors 
pour  celles-ci  une  solution  fniie  unique  en  fonction 
de  ^m-p-  Il  en  résulte  que  le  déterminant  formé  par  Ic-s 
coi'liicienls  des  p  et  des  a  autres  que  ^m-p  dans  cesïs- 
lème  est  difTérent  de  zéro.  Or  ou  a  vu  (deuxième  re- 
marque préliminaire)  (|ue  ce  déterminant  à  a  pour 
valeur  nmR^;  mais  a„,  est  essentiellement  différent  du 
zéro;  par  conséquent,    R^  est   lut-mènie  différent  île 

Les  conditions  énoncées  sont  donc  nécessaii-es. 

Réciproquement,  ces  conditions  sont  suflisanles;  car, 
en  les  supposant  remplies,  (t  ne  peut  être  de  degré  infé- 
rieur à  fi,  puisque  cela  exigerait  que  l'un  des  détermi- 
nants Roi  R),  ■■■,  Rp_i  fût  différent  de  zéro;  il  ne  (M-'ut 
pas  non  plus  être  de  degré  supérieur  à  />,  attendu  que 
cela  exigerait  la  condition  R;,^  o.  Daus  les  deux  cas, 
le  résultat  serait  en  ronlradietion  avec  les  li^-polbèscs. 
Donc  H  est  de  d<!L-ré  p. 
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On  peut  démontrer  un  second  théorème  équivalent 
au  précédent,  mais  qui  donno  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  au  mo;>'en  de  ^  +  i  déterminants  de  même 
ordre  que  Rp. 

ThéohèmeII.  —  Pour  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  ^def  et  g  soit  de  degré  p,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'on  ait 

En  effet,  si  fl  est  de  degré  p,  il  résulte  du  lemme  III 
que  le  système  S^  admet  pour  les  ^  et  les  <t  une  solution 
unique  (abstraction  faite  d'un  facteur  constant  arbi- 
traire), dans  laquelle  lea  valeurs  de  a„_p  et  ^m-p  u& 
sont  pas  nulles.  li  en  est  ainsi,  en  particulier,  du  sys- 
tème S/,,p_i  et  de  chacun  des  p  —  i  systèmes  &J,,p_, 
(y  =  i,  2,  ...,/>  —  i).  Donc  les  déterminants  de  ces  s_ys- 
tèmes  homogènes,  qui  sont  Rp_i,  R/i_i,i,  Rp_i,î,  .--, 
R^_i,^_i,  d'après  la  troisième  remarque  préliminaire, 
sont  nuls. 

Si,  de  plus,  on  attribue  à  ^m-p  une  valeur  arbitraire 
non  nulle,  dans  le  système  S;,,^,  qui  est  linéaire  et  non 
homogène  par  rapport  aux  quantités  f>m~p^t,  •■-,  Po, 
a^,  . ..,  %n-pi  ce  système  admettant  une  solution  unique 
pour  ces  quantités,  le  déterminant  de  leurs  coefficients 
dans  Sp^p  est  différent  <lc  zéro.  Or,  d'après  la  deuxième  ■ 
remarque  préliminaire,  ce  déterminant  A  a  pour  va- 
leur flniR;>,  et  comme  an,  est  ussentiellemcot  différent 
de  zéro,  on  aR^^o.  Les  conditions  énoncées  sont  donc 


Elles  sont  suAisantcs.  Eu  effet,  en  les  supposant  rem- 
plies, le  système  S;,  fournit,  pour  les  ^  et  les  cl,  un  seul 
système  de  valeurs,  déterminées  à  un  facteur  constant 
près,  où  xn-p  cl  Pm_p  sont  difTércnts  de  zéro.  1!  y  a  donc 
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un  couple  de  polynàmos  ii,  c,  de  degrés  n  —  pet  m  —  p, 
tels  que  le  polynôme  uf -h  i/g  soit  idenliqueuicnt  nul, 
et  il  n'eu  existe  qu'un,  abstraction  faîte  d'un  facteur 
constant  arbitraire.  Par  conséquent  (lemme  IV),  le  plus 
grand  commun  diviseur  Q  est  de  degré  p. 


Expression  du  pins  grand  commun  diviseur  defet  g. 
—  En  supposant  quey' et  g  aient  un  plusgrand  commun 
diviseur  Q  de  degré  ;;,  proposons-nous  de  ibrmer  ce  po- 
lynÔDie. 

Si  l'on  peut  trouver  deux  poljnômes  u,  v  déterminés, 
et  un  polynôme  déterminé  9  de  degré  p,  tels  qu'on 
ait  uf-\-  vg  ^  9.  ce  polynôme  9  est  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de^  et  g;  car,  si  cette  relation  existe, 
tout  diviseur  commun  à  _/ et  g' divise  fl;  il  en  est  ainsi, 
en  particulier,  du  plusgrand  commun  diviseur  licj'iitg, 
et,  comme  il  est  de  même  degré  pquc  9,  il  lui  est  égal,  à 
un  facteur  cotislani  près. 

De  cette  simple  observation  résulte  immédiatement  la 
marche  à  suivre  pour  rechercher  8. 

Posons 


6  =  > -(-  Yi^  +  ■  ■  ■+  Ti>-t ^P"-' -t-  ^1', 

et  cherchons  à  déterminer  y  de  façon  que  l'identité 
itf-h  cg^i  ait  lieu  pour  des  valeurs  déterminées  des  a, 
des  p  et  des  y- 

L'idenlité  uf+vg^^  0  est  équivalente  à  un  système 
d'équations  linéaires  par  rapport  aux  a,  aux  ^  et  aux  y; 
ce  système  n'est  pas  homogène,  puisque  le  coefficient 
de  œP  dans  d  est  l'unité.  Pour  qu'il  fournisse  une  solu- 
tion unique  pour  les  a,  les  ^  et  les  y,  il  faut  que  le 
nombre  d'équations  soit  égal  à  celui  des  inconnues.  Or 
celles-ci  son  uni  nombre  {/i  —  i/  +  i)-i-(m — (/H-i)-f-/?. 
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nombre  qui  surpasse  le  nombre  p+  a  des  termes  de  6 
delà  rjuantité  (n  —  y)  +  (/n  —  f),  positive  ou  nulle. 
Il  faut  donc  que  le  nombre  des  termes  de  uf-h  vg  sur- 
passe d'autant  d'unités  le  nombre  p  -t-  2.  Or  ce  nombre 
de  termes  est  supérieur  d'une  unité  au  degré  m-t-n  —  if 
de  ce  pgljnôme.  On  doit  donc  avoir 

nu-  n  —  q-^-i  =  (m-i-/i  —  -iq)+p-i-i, 

c'est-à-dire 

Pour  que  celte  valeur  de  7  soit  admissible,  il  faut  et 
il  suffit  qu'elle  ne  rende  pas  négatif  le  nombre  n  —  9, 
puisque  celui-ci  représente  le  degré  de  u.  II  faut  doue 
et  il  suffit  qu'on  ait  n —  (/'-t-  ')  =  '^i  c'cst-à-dire/j^n  —  1, 
ou  enfin  que  p  ne  soit  pas  égal  à  n,  puisque,  d'après  sa 
définition,  p  ne  peut  surpasser  n.  Or  on  peut  exclure  le 
cas  où  p  serait  égal  à  n,  sans  restreindre  la  généralité 
du  raisonnement,  puisque,  dans  ce  cas,  Q  est  immédia- 
tement connu  et  n'est  autre  chose  que  le  polynôme  g 
iui-même. 

Adoptant  donc  pour  q  la  valeur  /)  -f-  1 ,  le  système  qui 
détermine  les  a,  les  p  et  les  y  est 


1-é/_ipi-l-  bj      Po-H  aj     at-i-aj-tHi-i-.. , 


he  groupe  A  des  p  premières  équations  se  déduit  du 
groupe  des  p  premières  équations  du  système  Sp+t  en 
Ann.  de  IWatkemat.,  3-  strk,  i.  VII.  {Septembre  1S88.)    27 
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retranchant  à  leurs  premiers  membres  respectivement 
■'ni  Yn  ■  ■  -1  Y/i_i-  Le  second  groupe  Best  le  groupe  S^+i,p, 
où  l'un  a  simplement  retranché  l'unité  au  premier 
membre  de  la  première  équation. 

Four  avoirl'inconnuf^vy,  y  désignant  l'un  quelconque 
des  nombres  o,  i,  2,  ...,  p  —  i,  nous  calculerons  les  a 
et  Ics^  au  moyen  du  système  B,  et  nous  porterons  leurs 
valeurs  dans  la  [j  +  1  )'*"'  équation  du  système  A.  Or 
ou  sait  que  le  résultat, final  de  cette  substitution  s'ob- 
tient en  égalant  à  zér^  le  déterminant  complet  D  du  sys- 
tème formé  par  la  réunion  de  la  (y  4-  i)'*""  équation  de 
A  avec  le  système  B.  On  a  ainsi 


b„  a„, 

les  deux  premiers  éléments  de  la  dernière  colonne  de  U 
étant  —  Y^'  ^''  —  '  '  ^^  tous  les  autres  étant  nuls. 

Or,  le  déterminant  obtemi  en  supprimant  dans  D  la 
dernière  colonne  et  la  première  ligne  est  celui  du  sys- 
t(':mc  S^^.^,p,  c'est-à-dire  R^,  d'après  la  première  re- 
marque préliminaire.  Le  déterminant  obteou  en  suppri- 
mant la  dernière  colonne  et  la  seconde  ligne  de  D  est 
celui  du  système  S^+'i.p  •  ^^  *'*^  donc  R/.,y+i  en  vertu  de 
la  troisième  remarque  préliminaire.  Il  résulte  de  là  quo. 
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en  dévnloppant  D  par  rapport  aux  éléments  de  la  dm 
ni^re  colonne,  l'équation  précédente  peut  s'écrire 


On  peut  donc  facilement  énoncer  le  tliéorèmc  sui- 
vant : 

Ïhéobèmk  III.  —  Lorsque  le  plus  grand  commun 
diviseur  ô  lie  X  et  g  est  de  degré  p,  l'expression  de  ce 
polynôme  9st  donnée  par  l'identité 


SECONDE  PARTIE. 

RÉSULTANT    BE    BÉZOIJT-CAi;C.HY . 

Notations.  —  Dana  ce  qui  suit,  nous  poserons 

/,=  a,+, -*- a/+,a; +...-4- (i„3-'"- '->, 

Slf~flg  ^Ci„     -\-C„37       -H.,.-)-C/,„+„_(_,3r'»+''- 
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Co  <Iélei' minant  i'q  osi  le  résuluni  d'ordre  m  de 
Bézout-Caucliy.  Les  cwfïïciunls  Cij  y  occupent  la  aur- 
faee  d'un  rectangle,  dans  lequel  c,j  est  à  l'intersecLion 
de  la  (i  4-  >)'"°'  tîgne  et  de  la  (7  -I-  1  )"°"  colonne.  Les 
eoefïicîenls  A  y  occupent  la  surface  d'un  parallélo- 
gramme. En  dehors  de  ces  deux  surfaces,  tous  les  élé- 
ments sont  nuls. 

IVou.s  appellerons  r,-  le  déterminant  formé  au  moyen 
de  r,),  en  y  supprimant  les  i  premières  lignes  et  les  i  pre- 
mières colouues,  et  rij  le  déterminant  qu'on  déduit  de 
i-jcn  substituant  à  sa  première  ligue  les  éléments  cor- 
respondants de  la  j^'"'  ligne  de  r^- 

Nous  appellerons  Sj  le  système  d'équations  suivant: 

Xo-(-c,,<i     X|-f-...-)-c„_i,o     X„_,-i-X„_ç+|6» 

Xo-i-c,,„      X,-H...-(-c„.,,„      X„_,+  X„_,+,6„-^X„_j^.,6,-+-... 


Nous  désignerons  par  s^^/,  le  système  qu'on  déduit  de 
s^  en  y  supprimant  les  A^  premières  équations,  et  par 
5^^_,  le  système  obtenu  eu  remplaçant  la  première  équa- 
tion de  Sg,q-i  par  la  h^'""  équation  de  s^. 

Gela  posé,  nous  ferons  quatre  remarques  prélimi- 
naires importantes. 

Pip.mière  remarque  préliminaire.  —  Si  Ion  consi- 
dère le  système  Sq^q_,,  composé  de  m  —  y  -H  i  équations 
linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux/» — ?  +  ■  quan- 
tités \oj  ^'1 1  ■  •  •  )  '^m-f)  !<-'  déterminant  des  coenicients 
de  ce  système  est  Vq^,,  d'après  la  déûuîtion  de  r,. 

Deuxième  remarque  préliminaire.  —  D'après  ce 
qu'on  vient  de  voir,  le  déterminant  de  Sp_p_,  est  Vp  ,,. 
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Alors,  si  l'on  supprime  la  première  équation  de  •'>p,p-i, 
ce  qui  donne  Sp,p,  el  qujj  dans  ce  dernier  système  on 
supprime  les  termes  en  X^,  le' déterminant  des  coefB- 
cients  restants  so  déduit  de  rp_,  en  supprimant  sa  pre- 
mière ligne  et  sa  première  colonne  :  ce  déterminant  est 

Troisième  remarque  préliminaire,  —  Lorsque  dans 
■*v,j_i  on  remplace  la  preuiière  équation  par  la  h'""  équa- 
tion de  Sy^  h  étant  l'un  quelconque  des  nombres  i, 
2,  .  ..,  q  —  1 ,  le  déterminant  du  système  obtenu  *5,,_, 
est  rç_,,Ai  d'après  la  déGnition  de  /■/>■ 

Ainsi,  le  déterminant  j^p_,  (y  =  i,  a,  ■  ■  -,  p  —  i)est 
rp_,, y, elle  déterminant  de  î^*',_^(y  =  o,  i,a,  ■■.,p — i) 


Quatrième  remarque  préliminaire.  —  On  peut  mettre 
les  polynûmes  u  et  v 


._?,+  ?„  +  . ..+  P...,x-.|        ^'        '■ 

sous  la  forme 

4-  X„-,-^i  -^  K-j^t^  +. . .+  X,„_,  jr™-7-', 

Xg  et  y-o  étant  diflerents  de  zéro,  si  ces  polynômes  sont 
exactement  de  degrés  n  —  ^  et  m  —  i/. 

En  ciTel,  pour  cela,  il  faut  et  il  sullit  que  li^s  systèmes 
obtenus  par  ideulitication  donnent  pour  les  X  et  les  |jl 
dus  valeurs  finies  et  déterminées,  quels  que  soient  les  ce 
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et  les  ^.  Or  ces  deux  syslèraes  sout  ; 

'   6, À, -*- +  6„>„-,  =  a„ 

I    «m-i|^-t-««i:»l  =  P/»- 


\'  (    

'ï+m-«(^  + +  a«(I„_,  =  p„-„, 

iî+m-«-i(io-î- -(-a„_,  |A,_^ +  !„_,  =  P„_„-„ 

'   "ïHo-l- +  «rt  (/„_,+ X„_,+,     =  0,. 

Le  déterminant  des  eoeificients  des  iiieonnues  "k  du 
système  U  est  (&«)""'■'■',  qui  est  dilléi-ent  de  zéro  :  ees 
inconnues  ont  donc  des  valeurs  finies  déterminées. 

Le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  y.  dans 
les  n  —  ç  + 1  premières  équations  du  système  V  ét^nt 
(«m)""**'  «st  aussi  dill'érentde  zéro,  et  ces  inconnues  u. 
ont  des  valeurs  finies  déterminées.  Enfin  chacune  des 
m  —  n  dernières  équations  du  système  V  ne  contient 
qu'une  inconnue  \  qui  est  d'ailleurs  alluctée  d'un  coel- 
ficicnt  égal  à  l'unité,  en  sorte  que  ces  inconnues).,  à 
leur  tour,  ont  des  valeurs  finies  déterminées. 

U'uilleurs  la  première  équation  de  chacun  des  sys- 
tèmes U,  V  montre  que  si  u  et  v  sont  exactement  de 
degiés  n  .— y  et  m  —  q,  ce  qui  suppose  a„_yflm_,5o, 


NKonÉMK  1.  —  Pour  que  le  plus  grand  commun  (Uvi- 
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seur  6  dcj  et  g  soit  de  degré  p,  il  faut  et  il  iujffit  qiu 


En  effet,  si  9  est  de  degré  /?,  il  existe  (lemme  II), 
quelle  que  soit  la  valeur  de  q  prise  par  les  nombres  i , 
a,  . . .,  p,  deux  polynôoies  u,  c  de  degrés  n  —  y,  m  —  ij 
tels  que  le  polynôme  u/+  i'g  soit  identiquement  nul. 
Égalons  d'abord  à  zéro  les  coefficients  des  termes  des 
degrés  m,  w*  +  i ,  . . . ,  m  M-  n  —  ^.  Or  le  coefficient  de 
j-m+n-A^  A  désignant  l'un  quelconque  des  entiers  q, 
q-t-,,  ...,«,  est 

OU,  d'après  les  équations  U,  V  de  la  quatrième  rcmaïque 
préliminaire, 

(X,-l-  |Jh()(am+7-A      é«  +  ...  +  am*«-i-î-A) 

+  (^|-t- I.ll)(Om+,-fl+lAn-t-.  .  .+ B«t*B+7-ft+l) 

Eu  égalant  à  zéro  les  valeurs  que  prend  celte  expres- 
sion, quand  on  y  donne  successivement  à  A  les  valeurs  •/, 
^  +  1 ,  . . . ,  n,  ou  aura  des  équations  de  la  forme 

{X,-i-H«)'»".*«  =<>■ 


H,,  IL,  ...,H„_;,  ...  étant descoeffîcients déterminés. 
]Mais  ou  a 

ci;  systémi:  exige  donc 
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Ëii  tenant  compte  de  ce  premier  résultat,  le  poljnôm 
uj'+  ;'§■  devient 

+  l,_,(f„_,/-/„_,f  )  -t-  \n-g+tg 


C,- 

,»+  c,_ 

1,1*-*- 

■■) 

+  x. 

Cï,. 

+  c,_ 

^  + 

.-) 

+  x„ 

-v(« 

„_,,,+ 

.-.,,a: 

+  ... 

-)-X„ 

-,+ 

(i.+  6 

x^.. 

+  6„ 

a:») 

+  A« 

-ï+ 

(          * 

37+.. 

+  A-, 

_,JC" 

+  *« 

ar»*') 

+  >™ 

(          fc. 

a,-»-"- 

+  .. 

-')■ 

[i  reste  actuel tement  n  égaler  à  r.éro  lus  coefficients 
do  x",  X,  X*,  . . . ,  j:"'-'  ,  ce  qui  donne  le  système  dé- 
signé précédemment  par  s^.  Ce  sjstùme  doit  avoir  par 
rapport  aux  \  une  solution  où  \a  ait  une  valeur  non 
nulle.  Il  eu  est  du  même  du  système  Jj,j_i  ;  par  suite,  le 
déterminant  de  ce  système,  qui  est  l'q-i  d'après  la  pre- 
mière remarque  préliminaire,  est  uul.  Et  comme  ceci  a 
lieu  en  donnant  à  9  successivement  les  valeurs  i,a,  ...,/>, 
ou  a  les  conditions 


En  outre,  d'après  le  lemme  III  et  en  veriu  de  la  qua- 
trième remarque  préliminaire,  le  système  Xp^p  admci 
pour  les  \  une  solution  où  ).o  n'esl  ]ias  nul;  et,  par 
suite,  si  l'on  donne  h  Xg  une  valeur  arbitraire  non  nulle, 
il  admet  pour  les  autres  X  une  solution  linie  unique,  eu 
sorte  que  le  déterminant  des  coellicieuts  de  ces  inconnues 
est  ditlëreut  de  léro.  Mais,  d'après  la  deuxième  remarque 
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l>réli mina  ire,  co  délerminaiil  vst  i-p.  Ou  a  donc 


Les  conditioDS  énoncées  sont,  par  coQséqueiit,  néces- 

Eiles  sont  suffisantes;  car,  si  9  était  de  degré  inférieur 
à  p,  le  pretuier  déterminant  f,'  non  nul  aurait  un  indice 
inférieur  à  p,  et  si  0  était  di-  degré  supérieur  à  p,  le  pre- 
mier déterminant  /-,-  non  nul  aurait  un  indice  supérieur 
a  p,  résultats  contraires  l'un  et  l'autre  aux  livjwthèscs. 
Donc  9  est  de  degré  p. 

Théohêhe  II.  —  Pour  que  le  degré  du  plus  grand 
commun  diviseur  ^  de  f  et  g  soit  p,  il  faut  et  il  suffit 
ijue  l'on  ail 


Dans  la  démonstration  du  théorème  précédent,  on  a 
déjà  prouvé  la  nécessité  des  conditions  rp_,=o  ot  r^^o, 
au  cas  où  6  est  de  degré  y.  Il  faut  en  outre,  d'après  le 
lemine  IH,  que  chacun  des  systèmes 

<p_,{/=-.-^ />-!) 

'  ait  une  solution  où  les  inconnues  ne  soient  pas  toutes 
nulles  (puisfjue  Xq  est  didércnl  de  zéro)  :  nr  cela  exige 
(]ue  les  déterminants  de  ces  systèmes,  qui,  d'après  la 
troisième  remarque  préliminaire,  sont  '>_i,ti  ^p-i,î)  ■■■! 
rp-\,p-t  soient  nuls.  Les  conditions  énoncées  sont  donc 
nécessaires. 

Elles  sont  suffisantes.  En  eilel,  en  les  supposant  rem- 
plies, il  existe  un  couple  et  un  seul  de  polynômes  »,  v 
de  degrés  n  — /j  et  m  —  p,  tels  que  i*/"4-  cgsoit  identi- 
quement nul  (en  faisant  abstr.ictioii  d'un  facteur  con- 
stant arbitraiie  pour  u  et  i'),  et,  par  suite  (lemnic  IV), 
d  est  de  degré  p. 
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Expression  du  plus  grand  commun  diviseur  6  def 
et  g.  —  Oh  suppose  remplies  les  coudîtions  éDoncëes 
soit  dans  le  théorème  I,  soit  dans  le  tKéorème  II,  Cola 
étanL,  on  va  chercher  deux  polynômes  détenninës  u  et  v, 
tels  quu  uf-i-  vg  soîl  ua  |ioljnàine  de  degré  p  :  ce  poly- 
nôme sera  le  plus  grand  commun  diviseur  eherehé  fi. 

Dans  les  polynômes  u  et  v,  pris  sous  la  forme  spéciale 
qu'autorise  la  quatrième  remarque  préliminaire,  adap- 
tons pour  ()  la  valeur  />  +  i ,  puis  posons 

et  idcntîGons  les  polynômes  uf-t-vg  et  6.  On  obtient 
ainsi  uu  système  d'équations  qu'on  peut  décomposera 
deux  groupes  :  le  premier  groupe  A  se  déduit  du  groupe 
des  p  -S-  I  premières  équations  du  système  J/>+i,  en  re- 
tranchani  respectivement  à  leurs  premiers  membres^,, 
Yi,  .  •  • ,  Y/,_i  ;  le  second  groupe  B  est  le  groupe  *;i+i,ft 
où  l'on  a  simplement  retranché  l'unité  au  premier 
membre  de  la  première  étjualîon. 

L'équation  donnant  yj,  où  y  a  pour  valeur  l'un  quel- 
conque des  nombres  o,  i ,  a,  ...,  p  —  i ,  s'obtiendra  eu 
éliminant  les  ).  entre  la  (y  +  i  )"'"'"  équation  du  groupe  A 
et  les  équations  du  système  B.  Le  résultat  de  l'élimina- 
tion s'obtient  eii  égalant  à  ïéro  le  déterminant  complet  i/ 
de  ce  système,  ee  qui  donne 


.  I 


lanl  obtenu  en  supprimant  daus  i/ladcr 
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uière  colonne  ut  la  prciiiière  ligne  est  celui  du  groupe 
J/.+),pi  c'csl-à-dii-e  jp  d'aprùs  la  promière  remarque 
préllmiitaire.  Le  déteiiuinant  obtenu  eu  supprimant  la 
dernière  colonne  et  la  seconde  ligne  de  d  est  celui  du 
système  *^,,p{/  =  o,  1,2,..,,^ — i),  c'est-à-dire r^j+, 
eu  vertu  de  la  troisième  remarque  préliotinaire.  En  dé- 
veloppant d  par  rapport  aux  éléments  de  la  dernière 
colonne,  l'équation  d:=o  peut  donc  s  ecrii-e 

don 


On  peut  donc  enQn  énoncer  le  théorème  suivant  : 

TiitoRÈME  III.  —  Quand  f  et  g  ont  un  plus  grand 
commun  diviseur  0  de  degré  p,  ce  polynôme  est  donné 
par  l'identité 


SUR  ai  FORME  DU  DÉTERMINANT  DE  VANDERNONDE; 

Pah  m.  WEILL. 

a,  b,  c, ...  /,  étant  des  quantités  distinctes,  la  fracliou 
peut  se  mettre  sous  la  foi-nio 


(\r-«)(j:  — 6)...Ca;-0 

y  - — —  ;  les  quantités  A,  B,  . . . ,  L  seront  données  pi 

les  équations 

j   A.-i-Iî+...-t-L  =  o, 

1  ASî-(-BSÎ-i-...  =  o, 


ij 
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eudéaîgnantparSp  la  somme  des  pi-otiuils/?à^de  toutes 
les  quantités  a^b,c,  ...  /,  sauf  o,  et  ainsi  des  autm. 
Les  équations  (i)  étant  toujours  possibles,  leur  dé- 
terminant n'est  pas  nul  ;  or  ce  déterminant,  qui  est 


Sî    Sî 


s'annule  quand  deux  quelconques  des  quantités  a,  b, 
c,  ...  deviennent  égales,  et  il  est,  par  rapport  aux 
lettres,  de  même  degré  que  le  déterminant  de  Vauder- 
monde  ;  donc  il  n'en  diflëre  que  .par  uu  facteur  numé- 
rique, qui  est,  comme  ou  le  voit  facilement,  (+  i),  si  le 
nombre  des  quantités  est  pair,  et  ( — i)  si  ce  nombre  est 
impair.  On  a,  par  exemple, 


+  c-hd  c-i-d-i-a       d-\-a  +  b    a-^-6-\■c 

-\-  cd-'r  db    cd  -^-  da  -t-  ac     

bcd  cda  dab  abc 

En  résolvant  le  système  (i)  par  rapport  à  A,  on  en 
conclut  qu'un  déterminant  tel  que 


S*     S', 


s^ 
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L'.sl  iiidépeiiJant  du  a;  il  suffît,  pour  le  voir,  d'égaler 
untre  elles  les  deux  valeurs  de  A  obtenues  l'une  direc- 
luiiient,  et  l'autre,  en  l'ûsolvaut  le  système  (i). 


APPLrCATIONS  DES  PROPRIETES  PROJRCTIVKS  DES  COBII4IIES; 

Par  m.  WEILL. 


I.  Deux  coniques  passent  par  A,  B,  C,  D  ei  touehenl 
uue  droite  en  H  et  Kj  une  troisième  conique  passant 
par  A,  B,  C,  D  rencontre  la  droite  en  deux  points  P 
et  Q  qui  forment  avec  H  et  K  une  divisîou  liarmonique  ; 
d'où  l'on  conclut  :  trois  coniques  étant  inscrites  à  un 
quadrilatère,  si  en  un  point  commun  à  deux  d'entre 
elles  on  mène  les  tangentes  à  ces  deux  courbes,  ces 
tangentes  forment  un  faisceau  harmonique  avec  les  tan- 
gentes menées  de  ce  même  point  à  la  troisième.  Prenant 
pour  l'une  des  quatre  tangentes  la  droite  do  l'infini,  on 
a  le  résultat  suivant  : 

Si,  par  le  fojer  d'une  parabole  tangente  à  trois 
droites,  on  fait  passer  les  deux  paraboles  <)ui  touchent 
ces  trois  droites,  elles  se  coupent  à  angle  droit  au 
point  considéré. 

Soit  donc  M  un  point  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
formé  par  les  trois  droites  :  les  deux  paraboles  qui  pas- 
sent en  M  et  touchent  les  trois  droites  se  coupent  à 
angle  droit  au  point  M.  On  peut  remarquer  que  les 
trois  autres  points  de  rencontre  des  paraboles  décrivent 
trois  coniques  distinctes  quand  M  se  meut  sur  le  cercle, 
et  que  les  ^>oints  de  rencontre  des  côtés  opposés  et  le 
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^H)inl  de  rencontre  des  diagonales  du  quadrilatère  qui  a 
pour  sommets  les  quatre  points  sonttrois  points  fîtes. 

II.  Soit  PCD  un  triangle  conjugué  par  rapport  â  une 
conique.  Inscrivons  une  conique  u  dans  le  triangle 
PCD;  on  sait  qu'on  peut  alors  incrirc  dans  la  preminv 
conique  un  triangle  RST  conjugué  par  rapport  à  la 
seconde;  prenons  la  droite  CD  pour  droite  de  l'inlini, 
nous  aurons  le  lésultat  suivant  :  le  foyer  d'une  parabole 
conjuguée  à  un  triangle  coïncide  avec  le  centre  d'une 
hyperbole  équilatère  circonscrite  au  triangle;  en  d'autres 
termes,  le  lieu  des  foyers  ttes  paraboles  conjuguées  à 
un  triangle  est  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle. 
Ce  résultat  a  été  énoncé  par  Painvin  (Nouvelles  An- 
nales, p.  44^5  année  1867). 

III.  Faisons  passer  une  conique  par  les  sommets  d'un 
triangle  PCD  conjugué  par  rapport  à  une  deuxième  co- 
nique :  on  sait  qu'on  peut  circonscrire  à  cette  deuxième 
conique  un  triangle  qui  soit  conjugué  par  rapport  à  la 
première;  considérons  ce  triangle  comme  fixe,  et  pre- 
nons la  droite  CD  pour  droite  de  l'infini,  nous  aurons 
le  résultat  suivant  : 

Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  ètjmlatères  in- 
scrites dans  un  triangle  est  le  cercle  conjugué  à  ce 
triangle. 

Ce  théorème  est  bien  connu. 
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BISCISSION  DE  L'ÉQUATION  UN  S; 

Par  m.  marchand. 


Soit  F{j)=  o  l'équation  donnée 

(I)  F(0  = 


Je  trouve  dans  le  Traité  d' Analyse  du  M.  Laurent 
(t.  1,  p.  a4o)  : 

«  Si  F  =  o  a  une  racine  double,  tous  les  mineurs 
de  F  sont  nuls,  et  réciproquement  d'ailleurs,  car  alors 
F(,).eranul. 

»  Je  dis  que,  en  général,  si  F{  j)  a  une  racine  d'ordn; 
de  multiplicité  h,  tous  les  mineurs  d'ordre  h  —  i  do 
F{j)sont  nuls.  >< 

La  réciproque  est  encore  vraie  :  si  tous  les  mineurs 
d'ordre  h —  i  sont  nuls,  sans  que  tous  ceux  d'ordre  h 
le  soient,  la  racine  est  multiple  d'ordi'e  h.  C'est  ce  que 
je  me  propose  d'établir  ici  en  dévelop^iant  les  consé- 
quences de  la  méthode  de  Sylvester.  Je  ne  reviendrai 
pas  d'ailleurs  sur  la  partie  connue  de  la  démonstration, 
qui  établit  l'impossibilité  de  l'existence  de  racines  ima- 
ginaires. 

Le  calcul  repose  sur  ce  que  le  produit  F(j)F( — s) 
prend  une  forme  très  remarquable 


Ai, 


A,„ 
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Je  dis  que  le  coefficient  de  ( —  s^)P  sera  la  somme  des 
carrés  de  tous  les  mineurs  d'ordre  p  du  dctermînanl 

I    «Il      «11       .-■       «in    I 

En  effet  ce  coefficient  sera  la  somme  de  tous  les  mi- 
neurs de 

]  A,i     A„     ...     A,„  ] 

I  A„,     A,„     ...     A„„  I 

obtenus  en  supprimant  p  lignes  quelconques  et  \eit  p 
colonnes  ayant  respectivement  k-s  mêmes  indices  que 
ces/»  lignes. 

Considérons  en  particulier  un  de  ces  mineurs  de  (4)  : 
ses  éléroonts  se  déduiront  de  ceux  que  l'on  obtiendrait 
en  formant  le  produiL  complet  des  deux  déterminants 


en  laissant  de  côté  les  p  lignes  quelconques  cboîsies, 
dans  chacun  des  deux  déterminants  A  qn'on  combine- 
rait ligne  .i  ligne  pour  avoir  le  pi-oduit.  D'après  le 
théorème  général  de  Binet  et  Cauchy,  il  restera  un  dé- 
terminant égal  à  la  somme  des  carrés  des  mineurs  de  A 
que  l'on  peut  former  après  suppression  des  p  lignes  con- 
sidéi'ées. 

Si  donc  je  désigne  par  A  le  déterminant  (  3),  par  A, 
un  quelconque  de  ses  mineurs  du  premier  ordre,  par  A, 
un  quelconque  de  ses  mineurs  du  second  ordre,  etc., 
j'aurai 

(5)       F(î)F(— i)=  A'  — i>2iî-v- J'SA»  — j«14î+ 
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Le  déterminant  (i)ost<le  menu:  forme  que  lu  détei- 
iniiiaiit  (3);  01)  an,,  —  s,  au  lieu  de  a,,)  •  ■  •■ 
Alors,  au  lieu  de  {5),  je  puis  écrire 

(6)  F(i-<.£)F(*-E)=a«-s'ï:iî  +  t>i:iS----- 
Dans  (6)  A  représente  F{i),  A|  un  mineur  du  premier 

ordre  de  F(j) 

U'autrepart,  la  formule  de  Taylordomic  aussitôt 

On  obtient  cette  nouvelle  identité 

(7)  F(t-î-e)F(ï  — t)=S*»P(F,pF  — Fi,,_,F,  +  ...-t-FF,p). 

Identilîant  li-s  polynômes  {6)01(7)  ^^  ^''  '^"  ^  '^^ 
résultats  qu'il  s'agissait  d'obteuii' 

F'=  i*, 
l  aFFi— Fî=— lAÎ, 

(8)  )  aFFi-2F,F,+  Fî  =  ï:A|, 

I  aFFjp  — 2F,F,p_,  +  ...-(-(-(>''F?,  =  (-i)''S4î,. 

J.a  conclusion  est  dès  lors  évidente. 
Si 

F  =  F,  =  F,  = . . .  =  F,,-,  =  o,        Fp  ^  o, 


I  en  résulte 


2i^=.(-.)pF,',^o. 


Pour  une  racine  d'ordre  p,  tous  les  mineurs  jusqu'à 
l'ordre  />  —  1    inclusivement    sont    nuls;   les   mineurs 
d'oi-dre  p  ne  sont  pas  tous  nuls. 
Ann.  de  Mathémat.,  3-  série,  l.  VII.  (Septembre  .E8S.)    28 
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Chaque  hypothèse  dilTérenU!  sur  le  degré  de  multi- 
plicité de  la  racine  de  l'équation  en  s  conduisant  â  des 
conclusions  ditFérentes,  on  peut  dire  réciproquement 
que,  si  tous  les  mineurs  sont  nuls  jusqu'à  l'ordre  p  exclu- 
sivement, la  racine  est  d'ordre  p  de  multiplicité. 

Cas  particulier.  —  Si  l'on  prend  l'équation  ordi- 
naire 

1  A  — î        R'  !*■      ' 

(ifcw)  F(*)=        B'        K'—t        B       l=o, 

I      B'  B        A'— j  i 

les  relations  (8)  se  réduisent  à  deux  égalités  faciles  à 
vérilierdire<;temeni 

<  F!— aFF,   =2  if, 
<"■"  lFi-.F,F.  =  î4. 

La  première  se  déduit  facilement  de  l'identité  utilisée 
par  M.  Laurent(t.  I,  p.  aSg) 

i)(a,t  —  s)d{au—s)        a{a„  — s)  à(au— s)        \àa,t)  ' 

La  deuxième  ne  diffère  pas  essentiellement  de  l'îdeu- 
tité  connue  par  laquelle  on  prouve  qu'il  est  impossible 
que  l'on  ait  simultanément 

A-i-A'-i-A'=o,        A'A'— B»-i-A'A-B''-(-AA'— B'»=o. 

Dana  le  cas  particulier,  considéré  ici,  le  théorème  de 
RoUe  est  d'application  facile 

F,  =  —  I ,        F,  =  A  -  *  -t-  A'—  s  4-  A'— ». 

La  dérivée  seconde  Fg  admet  donc  la  racine 

-  A-t-A'+A' 
*'^  ï 

Pour  —  00  et  -(-  3o  la  dérivée  première  a  le  signe  —  - 
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-4-(\_S,i+(,V-S)'-t-{A'-S)', 

la  racine  s,  de  Fj  donnera  le  signe  •+■  pour  F, ,  exccpié 

l!  =  B'=  B'=  A  -S  =  \'-  S  =  A'— S  =  o, 

T>onc,    sauf  dans  le  cas  du  la  sphère,  qui   se   traite 
(oinine  on  sait  directement,  on  a 

La  dérivée  F,  a  donc  deux  racines  s^  <  jj  dillërentcs, 
sauf  pour  lu  cas  de  la  sphère. 
Commit 

FJ  — aFF,=  ïiî. 

FU,)F,(ïi)<i>; 
d'o» 

F(*,)<... 
F(.<a)>o. 

Alors,  d'après  le  tliéorèmc  de  Rolle,  toutes  les  racines 
sont  réelles,  car  on  a 

F(-  =  ),     F(*,).     F(n).     F(=). 


Le  raisonnement  n'est  en  défaut  cjuc  si  SA^  s'annule 
pour  Si  ou  pour  .t,.  Mais  alors  F  ^  F,  ^  o;  ou  a  une 
racine  double  et  l'on  trouve  les  conditions  générales  suf- 
lisnntcs  et  nécessaires  pour  qu'il  en  soit  ainsi  ;  SA^  =  o. 
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KOTE  9E   SÉOMÉTRrB: 

Pau  m.  Max.  GE\TY. 


Théorème.  —  Leproâuit  du  paramètre  de  distrihu- 
tion  des  plans  tangents,  relatif  à  une  génératrice  (fuii 
hjperboloïde  par  le  carré  de  la  distance  du  centre  de 
l'kyperboloïde  A  cette  génératrice  est  constant  et  égal 
auproduit  des  demi-axes  de  la  xurface. 

Considérons  un Hypcrboloïdc  décentre  <i>.  Du  poinlw 
abaissons  une  perpendiculaire  (uo  sur  l'une  des  géné- 
ratrices de  cet  lijperboloïde.  Prenons  maintenant  \v 
point  o  pour  origine  des  coordonnées,  la  génératrice 
considérée  pour  axe  des  z,  la  droite  ou  pour  axe  des  x 
et  une  perpendiculaire  menée  par  le  point  o  au  plan 
xoz  pour  axe  des  j'. 

L'équation  de  la  surface  est  alors,  en  désignant  jiar  I> 
la  distance  ou, 

Ar'+ A>t4- 2BJ.Î +  2B"3-_>-— 3D(A3r  ^- D'^-)  =  o. 

L'expression  d'une  droite  infiuîmcnt  voisine  de  oz  a 
pour  équation 

a  et  b  étant  des  infiniment  petits  et  x,,j,  étant  les 
coordonnées  du  point  où  celte  droite  perce  le  plan 
des  xy. 

Exprimonsquecettedi'oiteestsurrbyperboloïde.  Pnur 
cela,  formons  l'équation  aux  z  îles  points  d'intersection 
de  la  droite  et  de  la  surface  et  cxprimous,  en  négligeant 
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(  i^:  ) 

lus  ÎDËnïment  petits  d'ordre  supérieur  au  premier,  que 
t-c-tte  équation  est  indéterminée. 

Xous  avons  ainsi  les  trois  conditions 

6  =  0,        Bj-,  -  D(  Aa  -H  B'A)  =  t>,        Ax,  +  B>,  =  o. 

Les  équations  de   la  génératrice  de    l'hypcrboloïde 
inûaiment  voisine  de  oz  sont  donc 


avec  les  conditions 

(i)  B,»-,  -  l)A  o  =  o,        Xxi^By,  =  o. 

Ceci  posé,  l'angle  f  des  deux  génératrices  infiniment 
voisines  a  pour  valeur  a  aux  infiniment  petits  du 
second  ordre  près;  et  la  plus  courte  distance  de  ces 
deux  droites  est  à  la  même  approximation^,. 

Par  conséquent,  le  paramètre  de  distribution  p  des 
plans  tangents  de  l'hyperboloïde  relaiifà  la  génératrice 
oz  a  |iour  valeur  —  1  c'est-à-dire,  en  tenant  compte  des 
■dations  (i), 

Or  soient  a,  b,  c  les  demi-axes  de  la  surface.  Nous 
avons 


B  étant  le  résultat  de  la  substitution  des  coordonnées 
du  centre  de  l'hyperboloïde  dans  le  premier  membre  de 
son  équation,  et  A.étant  le  discriminant  de  la  partie  ho- 
mogène de  cette  équation.  On  a  donc 
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AD' 
'  "ÏT' 


DA 
et,  comme  nous  avons  vu  que  p^  -^  ^  nous  voyons  que 


c  produit /7D^  est  constant  et  égal  à  abc. 


BETBRMINATION  1(1  RAÏOK  lE  COIRBURE  DE  LA  COURBE 
INTÉGRALE; 

Pab  m.  Maurick  d'OCAGNE. 

Si  une  courbe  K,  rapportée  h  deux  axes  rectangu- 
laires Ox  et  O^,  a  pour  équation 

r  =  ?(■'). 
on  appelle  courbe  intégrale   de  celle-ci  une  courbu 
ayant  pour  équation 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Appelons  I  cette 
courbe  iniégrale.  On  voit  que  sa  propriété  fondamenlale 
consiste  en  ce  que  la  différence  entre  deux  quelcon- 
ques de  ses  coordonnées  est  égale  à  l'aire  comprise 
entre  ces  coordonnées,  la  courbe  X  et  l'axe  des  X. 

Cette  courbe  est  de  la  plus  bautc  importance  au  point 
de  vue  du  calcul  graphique  (<  ). 

(')  Consulter  à  cet  égai'd  l'intùrcssant  Ouvrage  intilulû  :  ies  in- 
légraphei.  La  courbe  iniégrate  et  te»  applicaliont  (l'aris,  Gaothier- 
Viltara  et  Fils),  p»r  M.  Abdank-Abakanotvicz,  inventeur  d'ingéaieux 
apiiarcilii  permettant  de  trarer  mécaniquement  la  courbe   intcpraU- 
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Si  l'on  mène  par  le  point  P  de  la  rourbe  K  (,/r^-  i^ 

une  parallèle  à  la  tangente  menée  à  la  courbe  I  par  le 

point  M  correspondant,  on  voit  que  QS  est.  à  réchelle 


de  la  ligUre,  égale  à  l'unité.  Nous  désignerons  celle  lon- 
gueur QS,  égale  à  l'unité,  par  la  lettre  /. 
Soient,  en  outre  : 

Y  l'ordonnée  MQ; 
y  l'ordonnée  PQ; 

cp  l'angle  de  la  tangente  en  M  à  la  courbe  I  avec  Ox: 
ds  l'arc  infiniment  petit  de  la  courbe  I  au  |>oinl  M; 
p  le  rayon  de  courbure  Mm  de  la  courbe  I  au  mËme 
point. 
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Oi 

ils 

./S 

(  «o) 

•+d\< 

-W' 

~m- 

=./rï 

tang'w  di  = 

D'aulre 

par 

,  puisque 

ç=  arc  rang 

ïa 

La  formule  (i)  devient  donv 

OU 

.,       PS*  dx 

Qs'  "y 

ou  encore,  si  PT  est  la  tanguote  en  P  à  la  courbe  K, 
_  ^'  OT 

Telle  est  l'expression  du  rayon  de  courbure  chercbé 
en  fbnclîon  des  ligues  données  sur  la  figure.  Cette  for- 
mule peut  être  grandement  simplifiée  en  vue  de  la 
construction  géométrîtjue  du  centre  de  courbure  <».  En 
ellét,  elle  peut  s'écrire,  en  remarquant  c]uc  pë  =;eoso, 

lin,  en  liranl  uV  perpendiculaire  à  MQ  et  VU  pcrpcn- 
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('HO- 

sinç 

OU  encore,  en  abaissant  <le  U  la  perpendiculaire  UU' 
sur  MO, 

UU'=QT. 

Cette  égalité  montre  que  TU  est  perpendiculaire  kOx. 

La  construction  par  laquelle  le  centre  de  court  ure  de  la 
courbe  I  se  déduit  de  la  tangente  a  la  courbe  K,  con- 
slruction  indiquée  par  les  lignes  pointillées,  est  donc  la 
suivante  : 

Par  le  point  T  où  In  tangente  à  la  courbe  K  coupe 
l'axe  Ox,  éle\>er  une  perpendiculaire  à  cet  axe  jusqu'à 
sa  rencontre,  an  U,  avec  la  normale  à  la  courbe  I  ;  par 
le  point  U  élever  une  perpendiculaire  à  la  normale  MU 
jusqu'à  sa  rencontre,  en  V,  avec  l'ordonnée  correspon- 
dante; enfin  par  le  point  V  élever  à  l'ordonnée  M.\ 
une  perpendiculaire  qui,  par  sa  rencontre  at^ec  la  nor- 
male MU,  donne  le  centre  de  courbure  w  cherché. 

La  construction  se  réduit  donc  au  tracé  des  Irois  per- 
imidîculaires  TU  à  Ox,  UV  à  MU,  Vw  à  MV. 

Examinons  le  cas  où  la  courbe  K  est  une  droite 
ifig-  a).  La  courbe  intégrale  I  est  alors  utie  parabole 
ayant  pour  axe  la  perpendiculaire  élevée  à  Ox  par  le 
point  T  où  cette  droite  rencontre  la  droite  K. 

L'application  de  la  règle  précédente inoiilrequc:jjUej( 
le  point  oit  la  normale  en  M  à  la  parabole  coupe  l'axe 
de  cette  courbe,  le  centre  de  courbure  u  répondant  au 
point  Ms'obtient  enélevantenU  u/te  perpendiculaire  A 
la  nvimaleMli  jusqu'à  sa  rencontre  V  avec  le  diamètre 
du  point  M,  et  élevant  en  \  à  MV  la  perpendiculaire 
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t'tù  i/ui  coupe  la  normale  MU  au  centre  de  courbure  ti>. 

C't'st  préciséoient  l'application  au  cas  de  la  parabole, 

Fîg.  >. 


considérée  comme  une  ellipse  limite,  de  la  construction 
du  centre  de  courbure  de  cette  dernière  courbe  donnée 
par  M.  Manuheiin. 


SOLUTIONS  BB  LA  DUBSTIOK  1572; 


IT  et  TQ  sont  des  tangentes  à  une  parabole  de 
fojer  S  ;  la  droite  TS  rencontre  le  cercle  TPQ  en  un 
point  L;  prouver,  par  la  Géométrie  pure,  quetS  ^  SL. 
(R.-W.  Genèse.) 

I,  Solution  de  M,  d'Ocagne. 

Considérons  les  cercles  tangents  en  T,  l'un  à  TP, 
l'autre  h  TQ,  tit  passant  respectivement  par  les  points 
Q  cl  P.  F.ii  appelant  S  le  point  où  se  coupent  ces  deux 
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vcTcles,  j'ai  démoiilré  dans  une  de  mes  Notes  sur  la 
s;minédian<;  {Nouvelles  Annales,  p.  36'6;  i885)  que  la 
droite  TS,  symmédiane  du  triangle  TPQ,  coupe  le  cercle 
eirconsci'it  à  ce  triangle  en  un  point  L,  tel  que  TS  ^  SL. 
Il  suffit  donc,  pour  que  la  proposition  précédente  soit 
démontrée,  de  l'aire  voir  cjue  le  point  S  est  le  foyer  de 
la  parabole  tangente  respccti veulent  en  F  et  en  Q  à  TP 
i;t  à  TQ.  A  cet  effet,  tirons  la  médiane  TM  du  triangle 
TPy  ;  c'est  un  diamètre  de  la  parabole.  D'ailleurs,  on  a 

QïM^  STP;  c'est  la  définition  même  de  la  symmédiane. 
Mais,  dans  le  cercle  TSQ,  on  voit  que  les  angles  STP 
ctSQTsont  égaux  comme  ayant  même  mesure.   Donc 

QTM  =  SQT.  De  même  fTM  =  SPT.  Le  point  S  est 
donc  bien  le  foyer  de  la  parabole. 

2.  Solution  de  M.  Ignacio  Bejens, 

CapilHine  <lu  Génie  A  Cadix. 


SX  l'axe  de  la  parabole  ; 

PF,  QQ'des  parallèles  à  l'axe; 

p,  q  les  milieux  de  TP,  TQ. 

D'après  les  propriétés  bien  connues  de  la  parabole, 
on  aura 

angle  TPS  =  HPP'  =  HTT'  =  STQ 
et 

angle  STP  =  T'TQ  =  Q'QK  =  SQT. 

Donc  les  triangles  STP  =  STQ  sont  semblables  et 
les  médianes  S/>,  S^  divisent  ces  triangles  en  deux  autres 
aussi  semblables,  et,  par  suite,  nous  aurons 

/>S'/=/)ST-i-TS7  -  7S<i-(-/)SI'; 
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d'où 


(  m  ) 

SQT  = 
TPS  =  r 


—  S^Q  — STP 
~S/)P  — STQ; 


pSq  ■^pTq  =TySH 
Le  quadrilatère  TpStf  est  donc  inscriptible  et  le  sera 


hT^S. 


aussi  le  quadrilatère  TPLQ,  formé  eu  menant  par  P,  Q 
des  parallèles  à  Sp,Si/-  mais  alors  SL:=ST  :  donc  le 
CBiHile  Ti'Q  coupe  la  droite  TS  en  un  |>oint  L  tel  que 

SL  =  Sï.  C.Q.F.D. 

3.  Solution  de  .1/.  /.  Bernard, 

Éli'ïc  de  l'École  ^orlllalc  supérieure. 

Le  théorème  de  M.  R.-W.  Genèse  peut  être  complété, 

et  il  fouruil  alors  une  intéressante  proposition  dont  voici 

l'énoncé  et  la  démonstration  : 
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Étant   (hnnéti  nnn  parabole;,   si  Von  prend  dei 

points   A  el   B  {Jig-    ")  syméiriqaes  par  rapport  . 


foyer  F,  ces  deux- points,  ainsi  que  les  t/unlre  points  de 
contact  des  tangentes  menées  de  A  el  de  B  à  la  para- 
bole, sont  sur  un  même  cercle. 

Je  transforme  toute  la  figure  par  polaires  réciproques, 
par  rapport  à  un  cercle  de  centre  F  et  de  rayon  arbi- 
traire.  11  suffit  alors  de  déiuontrer  lu  théorème  sui- 

Etant  donnés  un  cercle  ta,  un  point  F  dessus  et  deux 
droites  (a)  et  (^)  parallèles,  éijuidîsUiiLes  de  F,  ces 
deux  droites,  ainsi  que  les  quatre  tangentes  au  cercle 
aux  quatre  points  oit  (a)  et  (  P  )  /e  rencontrcni,  sont  tan- 
gentes à  une  mente  conique  de  foyer  F. 

Menons  par  F  {fig-  2)  la  parallèle  à  (a)  et  (p)  :  elle 
détermine  sur  u  un  second  point  F'.  Abaissons  de  M  la 
perpendiculaire  MP  sur  FP,  puis  projetons  F  et  F  en 
R  et  R'  sur  la  tangente  en  M. 
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h',  dis  ([iiu 

fr.Fr'  =  w[>'. 

Soil  K.  le  point  d'intersection  de  RR'  et  de  FF. 


Les  Lriaiigit's  semblables 
(  KPM, 


1  KRF', 
i  KPM 


Multipliant  membre  à  membre,  j'oblii 


En  considérant  la  tangeii  te  en  N,  oit  aurait  un  résultat 
analogue. 

Donc  les  droites  (a)  et  (^),  les  tangentes  en  M  ctenft 
et,  par  raison  de  svmétrie,  les  tangentes  en  M'  et  en  K' 
enveloppent  une  conicjue  de  foyers  F  et  F'. 

Le  théorème  se  trouve  doue  démontré. 

On  en  déduit  immédiatement  quelques  conséquences 
iuiéressautes. 
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Ainsi,  considérons  luiu  c-llipsc  fixe  et  lous  les  cercles 
([ui  passent  par  les  deux  foyers  F  et  F'. 

Menons  tes  tangeates  communes  à  l'ellipse  et  à  un  des 
cercles  de  la  série.  I^s  points  de  contact  de  ces  tan- 
gentes avec  le  cercle  sont  sur  les  tangentes  n  l'ellipse 
aux  extrémités  du  petit  axe. 

Ce  théorème  faisait  partie  du  problème  posé  en  i885 
aux  candidats  à  l'Ecole  Polytechnique. 

On  peut  en  déduire  le  théorème  suivant  : 

Soient  S  fit  S  deux  cercles  concentriques  de  rayons  a 
et  c  (a  >  c)  et  un  diamètre  Jixe  OP.  Prenons  sur  ca 
diamètre  un  point  variable  P  et  décHvons  sur  PA 


comme  diamètre  an  cercle  tjui  coupe  le  cercle  S  en  lï 
et  B*.  Joignons  PB  et  prenons  le  point  R  conjugué  har- 
monitfue  de  P  par  rapport  à  A  et  A'.  La  distance  de  R 
«  la  droite  PB  est  constante  et  égale  à  )Ja^~-  c'. 


QUESTIONS  PROPOSEES. 


1584.  Soient  a,,  a,,  a„  ...  des  nombres  qui  tendent,   en 
décroissant,  vers  ïi'to,  et  i,,  A,,  fr„  ...  des  nombres  |)Ositifs, 
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t  toujours.  Démontrer  que,  si'la  Eéric 
a,  i,+  a,(6i— il)  +  CTi(6, —  &,)  +  ... 
est  divergente,  it  en  est  de  mùmc  <le  la  sériu 

(a,  — rt,)ft|+(<i,— aj)6,-i-(<i,— ai)6i-t- 

(Cesaro.  ) 

1383.  Soit  M|+ Ui+ Uj-i- . ..  une  série  divergente,  dont  It.s 
termes  tendent,  en  décroissant,  vers  zéro.  Démontrer  que,  si 
la  série 

t,U,-(-EiU,-^EsU3+,.. 

est  convergente,  la  moyenne  arithmétique  des  n  premier'' 
nombres  t  ne  peut  avoir  d'autre  limite  que  zéro,  lorsque  n 
croit  à  l'inliBi.  (Cesaro.) 

1S86.  Démontrer  que  les  droites  joignant  le  sommet  d'un 
c6ne  aux  centres  des  sphères  osculatrices  d'une  trajectoire 
oblique  des  génératrices  sont  rencontrées  et  partagées  dans 
un  rapport  constant  par  les  rectifiantes  de  la  trajectoire. 
(  CE9«no.  ) 

1K87.  On  sait  que  le  lieu  des  points  d'où  Ton  peut  mener  à 
une  ellipse  des  tangentes  faisant  entre  elles  un  angle  donne 
est  une  courbe  du  quatrième  degré.  Démontrer  que,  si  d'un 
point  quelconque  de  cette  courbe  on  abaisse  les  quatre  normales 


l'ellipse,  réelles  oi 

1  imaginaires,  e 

t  si  \,,  N„  N„  N*  sont  les 

istances  du  point  i 

aux  pieds  des  r 

lormales,  p,,  p„  p,,  ?»  les 

ayons  do  courbure 

correspondant  a 

LUX  pieds  des  normales,  on 

la  relation 

?ip!p!p'          , 

70USt. 

?^■^.-^^^4 

(E.  BvnistEN.) 

1388.  Si,  d'un  point  quelconque  du  plan  d'une  ellipse  quel- 
conque, on  abaisse  lus  quatre  normales  à  l'ellipse,  si  N|,  N,, 
N],  Ni  sont  les  distances  du  point  aux  pieds  des  normales, 
et  Pi,  Pi,  pj,  pi  les  rayons  de  courbure  correspondant  aux  pieds 
des  normales,  on  a  la  relation 

_Pl_    .         P'       _, l'  _  ^        ''y        ^  j 

?1-^1      pl~-^.      ?,-^^  ■   ?:-i\ 

(ïi.  BvnisiEN-) 
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SOLUTION  DE  LA  OI1ESTIO\  DE  MATHEMATIQUES  ELEMEKTAtKES 
PKOPOSÉE  Al  CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1887  (') ; 

P*R  M.  MvLHirK  h'OGACAL;. 


i"  Lorscju'on  passit  iruii  caiTÛ  au  siiivaiiL  clan.s  la 
iiii-ine  lîle  obli<]ii(;,  rortltmiiéu  augmciHi;  d'une  iiiiil»', 
l'abscisse  diiniinie  d'uiiu  iiiiiu:;  donc  la  sommes  -i-j  esL 
ronstanlcpour  les  earrés  d'une  mùme  lile.  D'ail leiii'H,  si  k 
l'sl  le  rang  de  la  lile,  on  a,  [lour  le  preiiiri;r  i-âiii;  de  celle 
tib-, 


(r)  .r-j^/-, 

F.u  Oulrr,  lorsqu'on  passe  ainsi  d'nii  caire  au  siiivaiil, 
le  iiuiuéi'ii  =  augnieiitaut  aussi  d'une  iiiiilé,  la  dijt'ê- 
a'iue  3  —  1  est  oouslaiile  pour  lous  les  caiies  de  la 
Mièine  lîle. 

A[ij)el»iis  ;*  le  numéro  du  premier  carré  de  la  file  l  ; 


(')  Nous  lie  iTiiniduîson!  pa.»  l'ononn',  qui  est  fnrl   Ions.  '' 
l'on  rrlriiiivrra   i   la  \>iifLC  ^s'i  du  T'imn  tJivVivIdil  (T..iiir  VI 

Ann.  (le  MalUé.mnt..  ,T  s.Vit,  l.  Vil  (Orl-.hi-c  iN->;i.  'M 
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(   (5o  ) 
t!t,  un  additionnant, 

A-(A  — I) 

■**■=•-' 1 — ■• 

Dont 

Les  formules  (i)  et  (2)  donnent  i  m  média  le  ment  : 
lorsqu'on  connaît  x  et  j-.  Ainsi,  ]K)ur  x^  ay,  j  =  4'i 
on  a 

-t  =  67, 

a"  Pour  résoudre  la  question  inverse,  il  faut  déter- 
miner  A  lorsque  s  est  connu.  Or,  si  le  carre  numéroté  a 
est  dans  la  file  de  rang  k,  on  a  nécessairement 

(lu  «encore 

^■(*-l)52(«-l)<(A  +  l)*. 

Or,  les  racines  de  l'équation 

*'-*-a(i!-i)  =  o 
t-tant 

■  +  v/n-8(;-0         ^,  I  -  /n-8(=  — 1) 


la  première  inégalité  exige  que 


-Vi+Ha^l)  ^  l+y/.+SU-l) 


i  nous  prenons  les  racines  de  l'équaùou 
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{  45.  ) 
nous  voyons  que  la  seconde  inégalité  entraîne 


8(«-') 


L'examen  de  ces  quatre  inégalités  i 
que 

-iH-y/t  +  BÇ^-ij  ^  ^.^  .+/,  +  a(z-i) 

Il  est  bien  clair,  d'après  cela,  que  si  E{u)  représente, 
suivant  l'usage,  le  plus  grand  entier  contenu  dans  la 
quantité  u,  on  a 

,3,  .=e[i±^^I^5^]. 

Dès  lors,  quand  on  connaît  z,  les  formules  (i),  (:t) 
et  (3)  donnent  X  et j'. 

Ainsi,  soit  z^^  348.  On  a,  d'après  (3), 

d'après  (a), 

j-  =  ai8-'"'^'"  =17; 
d'après  (1), 

3°  Nous  avons  vu  que,  pour  tous  les  carrés  de  ta 
J^\.mr  gjg^  ja  somme  x-^y  des  coordonnées  est  égale  à 
^  +  I .  Elle  est  donc  paire  pour  toutes  les  lîlcs  de  rang 
impair. 

Cela  posé,  n  étant  le  numéro  du  carré  auquel  on  s'ar- 
rête, la  t'ormule  (3)  (où  l'on  remplacez  par  »)  fait  con- 
naître le  rang  h  de  la  (île  qui  eontîent  ce  carré. 
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Soit  2v  —  I  le  plus  grand  nombre  impair  inférieur 
et  HOH  ÉGAL  à  h. 

Les  carrés  pour  lesquels  x  -\-y  est  pair  sont  eu  nomki-i: 
I  dans  la  pntmîéru  ûle,  3  dans  la  troisième,  .  .  .,  ar —  i 
dans  la  (a»/  —  ^■<^ii<a^_^  ^^  ^„j  f^jj  g„  (^m 

i-i-3  +  5  +  ...4-{ay  — 0  =  ''»- 
Si  h  est  pair,  c'est  à  cela  que  se  borne  lu   nombre 
<-berché.  Si  A'  est  impair,  il  faut  ajouter  le  nombre  de 
carrés  de  la  iile  A:  jusqu'à  celui  numéroté  n  inclusive- 
ment, soit,  avec  les  notations  précédentes, 


Tous  les  cas  possibles  seront  dont 
formule 

,•,  '~'7"'f»    "'•"■'' 

Par  exemple,  pour  n  =  iSy,  on  a 


Ily  a  donc  81  carrés  pour  lesquels  la  somme  x  +■_/  est  ' 

paire  parmi  les  i5y  premiers  carrés. 

Pour  n  =  180,  h  ^  19,1'  ^=  g.  Ici,  le  nombre  clicrclié  I 

est  donc 

«I  -I-  180  —  '•'  ^  '     =  i)r>.  j 

Considérons   maintenant   lo    produit   xy  des   eour-  1 

données  de  chaque  carré.  Si  l'une  des  eoordoiinées  est 
paire,  le  produit  est  pair.  Il  en  résulte  que,  dans  cliaque 
bande  horizontale  ou  verticale  coiTespondani  à  une  uooi-- 
donnée  paire,  tous  les  carrés  donnent  un  produit  xi' 
pair.  Si  l'on  rouvre  ces  bandes  de  hachures,  il  saute  aux 
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(  453  ) 
yeux  que,  pour  une  file  obli<]ue  de  rang  pair,  tous  les 
produits  Ty  sont  pairs,  et  que,  daus  une  file  de  rang 
impair  2  ivt  +  i ,  il  y  a  jx  carrés  pour  lesquels  xy  est  pair, 
Eii  outre,  si  z  est  le  numéro  d'un  carré  appartenant  à 
une  lile  de  rang  impair,  il  y  a  évidemment,  depuis  le 
premier  carré  de  cette  iile  (celui  qui  s'appuie  surOX) 
jusqu'au  carré  z  iiiclusîvemenl,  aulautde  carrés  à  pro- 
duit à  xy  pair  qu'il  y  a  d'unités  dans 


Cela  posé,  a  étant  le  numéro  du  carré  au(|uel  on  s'ar- 
rête, on  détermine  par  la  formule  (3)  le  rang  A'  de  la  liie 
»  laquelle  appartient  ce  carré. 

Supposons  d'abord  A  pair. 

Les  |ji — >i  prcmiéi'cs  liles  du  rang  pair  nous  donnent 
d'abord 

^  +  i  +  'i-<-.-  +  (2!'--*l 

carrés  à  produit  xy  pair.  Les  i*  —  1  premières  liles  de 
rang  impair  nous  en  donnent 


Cela  fait  en  tout 

En  outre,  tous  les  carrés  de  la  Ole  k  comportant  des 
produits  xy  pairs,  il  y  a  lieu  d'ajouter  encore 
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(  454  ) 
Ainsi,  pour  l  ^  3^,  nous  avons 

carrés  répondant  à  la  question. 

Maintenant,    pour  A=2f*-(-i,  nous  avons  encore 

les : premiers  carrés.  Nous  avons  en  outre  les 

2|ji  carrés  de  la  file  vy.  ou  k  —  i  et,  d'après  une  re- 
marque faite  plus  haut,  et  en  représentant  toujours 
par  E(u)  la  partie  enliciv  de  u, 


— ï^J 


carrés  de  la  GIc  <le  rang  A. 
Cela  fait  en  tout 


IX  cas  peuvi 

(IIKI) 


Les  deux  cas  peuvent  être  fondus  en  une  même  for- 
mule que  voici  : 


-^k-[^=^]|- 


Pour  «  =  15;,  k=iS,  et  l'o 
3X9XB    ^  ^^. 

carrés  à  produit  xj)'  pair. 
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Pour 
donc 


n:=i8o,  ^  =  19,  El 1  = 


carrés  à  produit  xj  pair. 
4°  L'exprossion 

peut,  en  vertu  des  formules  (1)  et  (a),  s'écrire 

a(k-\-i)  —  klk~i). 

Elle  a  donc  la  même  valeur  pour  tous  les  carrés  d'une 
même  file.  Reste  à  trouver  le  rang  de  la  file  pour  la- 
quelle elle  a  la  plus  grande  valeur.  A  cet  cilet,  écri- 
vons-la 

_^.  +  („  +  ,)i  +  a. 

Le  maximum  de  ce  trînàme  du  second  degré  a  lieu, 
d'après  une  propriété  bien  connue,  pour 


Si  celte  valeur  est  entière,  elle  repond  à  la  question; 
sinon,  ou  essaye  les  deux  nombres  entiers  consécutifs 
qui  la  comprennent,  et  l'on  prend  celui  des  deux  qui, 
substitué  dans  le  trinôme,  donne  le  résultat  le  plus 
élevé.  Ainsi,  pour  n  =  (j,  A^^  5. 

Pour  a  ^  10,  essayons  A=:  5  et  A  ^ti.  Les  substitu- 
tions de  ces  deux  valeurs  donnent 

-36  +  (.iix6)  +  io=io- 
On  peut  donc  iudilléremment  choisir  l'une  ou  l'autre. 
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=  <j,5,  rssayons  cuooi»;  />=■")  ei  A  =  (i.  Nous 


—  36  4-(ro,5x(>)-t-9,5=  36,5. 

Ici,  il  f;iut  (lotie  jirtnclic  A=  5. 

Hemaïqui'..  —  Lus  it-oîs  (ireiuîères  parties  du  pro- 
blèint!  peuvent  être  présentées  sous  cet  éuoiicë  : 

Oit  cOHÙdère  un  puljnànte  iiidéjtni  en  x  et  p,  hc 
conl.fiinnt  pas  les  puissances  sèpuréus  des  variables,  t^t 
ordonné  de  lu  manierai  suivante  : 

C,,i3  ^  G„aifH-G„a3*-H  G„asp -H  G„a'3' -i-C„«fl»+.... 

i"  /itant  donnés  les  exposants  de  x  et  ^  dans  un 
terme,  trouver  le  rang  de  ce  ternie; 

*"  Etant  donné  le  rang,  trouver  les  exposants; 

y  Combien  y  a-t-il  de  termes  dont  le  degré  total 
est  pair,  combien  liont  l'un  des  exposants  est  pair 
parmi  les  n  premiers  termes? 


DliVeLOPPENEVr  BE  L'ACCROISSEMENT  D'UK  POLÏNOME 
ENTIER  SUIVANT  LES  PUISSANCES  DES  ilCCROrSSEXENT& 
DES  VARIABLES; 

Par  m.  marchand. 


Celle  (juustiou,  d'un  intérêt  capital  en  Géométrie 
Hual^lique,  i-st  plaeée  d^iis  les  programmes  de  I  Fk-ule 
Polytecli nique  imiuédiaUinient  après  la  formule  du  bi- 
iiùinc,  avant  lus  séries  et  1<'S  dérivées.  Il  semble  donc 
((n'il  y  ait  lieu  de  elierclier  une  démORSlralîou  tjui  resle 
simple,  quel  que  soit  le   nombre  de    variables,   et  qui 
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■t'exij^'u  j)as  rétablissement  préalable  de  la  formule  <Ie 
Taylor  généralisée. 

Parmi  les  Jilléi-CDtes  mélltodes  qae  l'on  peut  proposer 
dans  ce  but,  il  en  est  une  qui  me  semble  présenter  un 
intérêt  particulier  dans  l'état  aelucl  de  la  Science  :  elle 
consiste  à  appliquer  déjà  à  te  problème  la  notation 
symbolique  sur  laquelle  les  savants  allemands  font  ro- 
jwsd'  toute  la  lliëorie  des  invariants  et  covarianls.  L'ex- 
position n'est  guère  pénible,  même  si  l'on  prend  la 
précaution  d'expliqu<rr  en  détail  l'esprit  de  la  métliode. 

i"  Notation  symbolique.  —  Soit  une  forme  binaire 
d'ordre  h 

/(ar,jr,>  =  n„j^ï+  y  a, rj-i  a7,  +  . . .. 

Le  cas  particulier  le  plus  simple  est  fourni  par 

l/jlJ-iH-Ai.r,)", 

qu'on  peut  écrire,  d'une  niauière  abréger, 


Si,  dans  une  question  particulière,  on  est  conduit  à 
«lue  relation  du  premier  degié  [lar  rapport  aux  cocffi- 

(II  >.„nii-!-).[ni-t-...-f-X„a„. 

il  est  clair  que  Ion  en  déduit 

<i)  Xot;-(-).ifci'-'A+--.  +  ^~*ï- 

Comme,  d'ailleurs,  à  deux  relations  de  la  forme  (i) 
distinctes  correspondent  deux  relations  do  la  forme(a) 
distinctes,  on  peut  inversement  de  la  formule  (a)  sup- 
posée seule  connue  conclure,  sans  ambiguïté,  la  for- 
mule  (i)  qui  lui  a  donné  naissance. 
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Si  donc  il  ne  s'agît  que  de  relations  purcmenl  linéaires 
par  rapport  aux  coefficients  deJ'(x,^x^),on  peut  prendre 
h"^  comme  représentation  symbolique  de  ce  poljn6me. 
On  entend  par  là  que  l'on  elfectuera  les  calculs  avec 
l'expression  simple  (iiXi-t-èîXs)"  comme  si  b,  et  fea 
étaient  des  nombres  donnés,  et  que  l'on  remplacera 
dans  le  résultat 


*7 


par 


a°  Dérivées  d'un  poljnônie  à  une  seule  variable. 
—  Le  développement  de  /(x+h)  suivant  les  puis- 
sauces  croissantes  de  h  est  évidemment  linéaire  par 
rapport  aux  coefficients.  Il  s'obtiendra  en  prenant 

[b,(x-\-h)-^-bt]'^  =  (bx+hbt)'•  =  b^-^■  -  hb^b^'i 


Le  cocflicient  de  -i  que  l'on  appellera  dérivée  pre- 
mière, est  égal  à 

On  lire  de  là  la  règle  ordinaire  pour  passer  dcj'{x) 
k/'(x).  Si  le  poljjtôme  primitif  est  multiplié  par  une 
constante  ).,  on  a  Xi^  et  ensuite  ).iii^"'&,;  la  dérivée 
est  aussi  multipliée  par  ).. 

Si  donc  nbj'*  b,  est  la  dérivée  première  de  b", 
n{n  —  i)i'"~'b\  sera  la  dérivée  première  de  rib"''bi. 
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Par  coDséfjueiit,  si  l'on  appolle  dérivée  seconde  \q 
coefficient  de  —  dans  le  développement,  la  dérivée 
seconde  est  la  dérivée  première   de    la  dérivée   pre- 

Les  différen  lie  lies  s'obtiendraient  avec  une  égalo 
facilité. 

3"  Dérivées  partielles  d'un  polynôme  à  plusieurs 
variables.  —  Je  désignerai  par  xn^u,  .. .,  x^  lesp  va- 
riables indépendantes,  par^,,  j,, .  ,.,^'p leurs  accrois- 
sements. Par  exemple,  pour  deux  variables  indépen- 
dantes (coniques),  on  fera  Xf  ^  X,  x%^j-,  jTj^i, 
J'i=A,^,  =  A:,j'î=  o. 

Soit  donc 

/{*l,3^l, . . .,  a-p  )  =  2  y^     "  p^  «a.  e '>-^'\^\  ■■■^),- 

On  posera  symboliquement 

f{x„Xt,  ...,Xp)=(biXi-\-..,  +  bpa:p)''=b^. 

La  dérivée  partielle  par  rapport  à  l'une  des  va- 
riables x,  sera,  d'après  sa  définition,  nb,b'^~'.  Si  X  est 
une  constante,  la  dérivée  de  Xb"  sera  \nb,b"~'. 

On  vérifiera  facilement  l'identité 

dxa  dx^  /    »    ^   *  ^^p  ^^^ 

L'ordre  des  dérivations  est  donc  indifférent. 

La  différentielle  totale  prend  une  expression  symbo- 
lique très  simple 

«(ti7i+  *«/,  +  .. .)  Aï'  =  nb,l>r>. 

On  voit  encore  que,  X  étant  une  constante,  on  aura 

Par  suite,  la  difTérentieilc  seconde,  c'est-à-dire  la  dil- 
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fôrenlîeliti  première  de  la  dîllëi^ulielle  premièri;,  aura 
pour  expression 

la  différentielle  troisième,  «le. 

4"  Développement  grnéral.  —  Si  l'on  donne  à  jr,, 
T-i,  . .  .,Xp  les  accroissements j'uVî,  ,  ■■■,Jpy  en  suppo- 
sant si  l'on  veut 

X,,  =  1 ,         7,,  ==  o, 

OU  aura  évidemment 

i/=  (6^-H  byy<=b%  +  -  èj-i  by^. . . . 

D'après  la  définition  des  dilTérenticllcs,  ceci  peut 
s'écrire 

L'expression  des  coelticients  en  fonction  des  dérivées 
partielles  est  facile  à  obtenir.  On  a 


,;»/  =  „(« 

—  i)...(n  — 

.-njijs;-'. 

SoiiCJÇ'. 
doniici-a  dans 

d'f 

un  coeflicicnt  quelconque 

de  4;:  il 

H(«- 

■  )...(« 

-'* 

)Qb\'...b'p:r 

■■•"■l'A- 

Oi. 

rctomb 

suri 

expression 

H 

-.7- 

jV(^^-). 

{Cowsd'yl,, 
Il  est  J'aill 

alysa 
eursb 

le  M.  Lame 
on  d'observé 

Il,  l.  I,  p.  lia.) 

■  que  la  forme  svmbo- 

lique  i'ij-  "  l'eut  être  conservée  avec  avantage  eu  Géo- 
métrie anaKlir|ne.  Klln  représente  la  poUirc  d'ordre  i 
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du  point  yfjjjj  relatîvuuieiit  à  ta  courbe  Â^  =  o  el 
pcrniot  do  résoudre  les  problèmes  les  plus  usuels  de 
la  Géotnéirie  analytique.  (Xolr  Leçons  sur  la  Géomé- 
trie, par  A.  Clebscli,  recueillies  par  F.  Liudeinann, 
traduites  par  A.  Benoit.) 


KOVYEAU  THEOREMB  REUTfF  AUX  CIRCONFERENCES 
TANGENTES; 

Par  m.  JOFFROY. 

Professeur  au  lyctfe  de  .\anLe5. 


1.  Avec  quatre  cercli.:s  Ci,  Cl,  Cj,  C4  pris  trois  à  trois 
je  forme  quatre  combinaisons  de  cercles  et  je  trace  les 
liuît  circonférences  tangentes  à  chaque  combinaison. 

J'appelle  circonfcrances  inverses  deux  cii-conférences 
telles  que  l'une  enveloppe,  en  les  touchant,  les  cercles 
que  l'autre  n'enveloppe  pas  en  les  LO'ncliant  et  récipro- 
quement. 

On  sait  que,  pour  chaque  combinaison  de  trois  cer- 
cles, les  lignes  des  contres  de  deux  circonférences  di- 
rectes passent  ]>ar  le  centre  radical  des  trois  cenles. 
Les  quatre  combinaisons  do  cercles  donnent  donc  lieu 
à  seiie  lignes  de  contres  formant  qnatie  faisceaux  de 
quatre  droites. 

Mou  théorème  consiste  en  ce  que  ces  quatre  faisceaux 
on  se  croisant  forment  huit  autres  faisceaux  de  quatre 
droites. 

Pour  faire  connaître  elairemenl  ces  faisceaux,  j'adopte 
la  notation  suivante  : 

Je  désigne  par  C,(CiCj)  la  cireonférence  on  le  cen- 
tre do  laoirçonférenee  qui  touche  les  cercles  C|,  Cï,  Cj 
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en  enveloppant  les  rorL-les  Ci,  Cg  cl  je  désigne  par 

[C.(C.C,))[(C,)G,G,] 
la  ligne  des  centres  de  eeite  circonférence  et  de  la  cir- 
conférence inverse  (C|)  CjC,. 

Forment  un  faisceau  ou  concourent  en  un  même  point 
les  quatre  droites 

[C,(C,CO][(C,)G,C,], 

tC.{fi,C0][(C,)C,C4l, 

lG,(G,C0][{G,)G,G4l, 

[(G,G,G4)][G,C,G.]. 

Concourent  en  un   second  point   quatre  droites   quu 

l'on  désigne  clairement  en  augmentant  d'uue  unité  les 

indices  l,  s,  3  et  remplaçant  4  par  i  daus  la  notation 

des  quatre  droites  précédentes. 

Concourent  en  un  troisième  point  quatre  droites  dé- 
signées en  faisant  le  même  changement  aux  indices  des 
quatre  dernières. 

Un  nouveau  cliangement  d'indices  donne  les  noms  des 
quatre  droites  d'un  quatrième  faisceau. 
Le  cinquième  faisceau  est  le  suivant  : 

r(C,C.C>)][(C,G,G>)l, 
[(C,G,Ci)][CjC,G»l, 
l(C,C,Ci)][C,CtGil, 
[(C,CiC4)][G,C,G4l. 
Voici  le  sixième  faisceau  : 

[C,(C.C,)][(G,)C,C.], 
[C.(G,G,)][(C,)C,C,1, 
[C,{C,C>}][(G.)G,G4]. 
[Ga(C,CO][(C,)C,C,l. 

Une  permutation  circulaire  donne  le  septième  fais- 
eeau  et  une  seconde  permutation  donue  le  huitième. 
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%  Cela  posé,  voici  la  démonstration  géométrique  du 
tliéorème. 

Sur  les  quatre  cercles  C,,  C^,  C^,  C4,  qui  sont  dans  le 
même  plan,  je  décris  des  sphères.  On  fait  voir  aisément 
que  les  centres  des  sphères  tangentes  extérieurement  à 
trois  sphères  C,,  Cj,  Cj  sont  dans  un  plan  perpendicu- 
laire au  plau  C|CaCa  cl  dont  la  trace  sur  celui-ci  passe 
par  l'axe  radical  des  cercles  C,,  Cj,  Cs,  par  le  centre  de 
la  circonférence  tangente  extérieurement  à  ces  cercles  et 
par  Je  centre  de  la  circonférence  qui  les  touche  en  les 
enveloppant.  Cette  trace  est  donc  la  ligne  des  centres 
désignée  par 

[(C,C,C,)][C,C,G,]. 

Soit  maintenant  une  sphère  tangente  aux  quatre 
sphères  C|,  C„  Cg,  C4. 

Elle  est  tangente  à  chacune  des  combinaisons  de  cer- 
cles suivantes  : 

C„    Cl,    c„ 
Cl,   c,,   Cl,  ■ 

G,,    C„     Ct, 

C„     C„    Cil 

donc  son  centre  est  sur  quatre  plans  perpendiculaires 
au  plan  C,  CiCgCc  Ces  plans  se  coupent  donc  suivant 
une  normale  à  celui-ci  et  leurs  traces  sur  celui-ci,  c'est- 
à-dire  les  quatre  lignes  des  centres 

[(C,C,G,)l[G,GiC,), 
[{C,C,Ci)][C,C,G4], 
[(C,C,Ci)l[GiC,Ci], 
[(G,C,Cv)][G,C,Gi], 

concourent  en  un  môme  point  et  constituent  le  huitième 
faisceau. 

Pour  trouver  les  trois  autres  faisceaux,  j'imagine  une 
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splièrf  taiigi-iile  laissant  une  ^pliôre  sur  1ns  qualic  ou 
deux  sjibilTes  sur  les  quatre  en  dehors  d'elli-.  Le  centre 
de  cette  splière  tangente  aux  quatre  proposées  est  sur 
quatre  plans  se  coupant  suivant  une  droite  et  coupant  le 
plan  CfCiCsC^  suivant  quatre  lignes  de  centres  con- 
courantes. 


CALCUL  DE  SOUS-INVARIANTS; 

Pah  m.  E.  GKSARO. 

M.  d'Ocagne  a  observé  que,  si  l'on  ronsidèru  ei^ 
comme  fonction  d'une  variable  ticlive  i,  dont  les  déri- 
vées successives  seraient  a,,  n-^,  nj,  ....  lexpression 

est  un  sous-invariant  de  la  forme  binaire,  rcpit-scntt-e 
symboliquement  par  (:r-\-ay)".  L'emploi  de  l'algo- 
rithme isubarique 

S- 

exprimant  la  somme  de  tous  les  produits  analogues 
à  Sr^Sr,- ■ --r,:  OÙ  ;, -|- '', -f- .  ■  - -4- ;',=^ />  en  nombres 
entiers  et  positifs,  permet  d'obtenir  aisément  l'expres- 
sion de  fp.  En  ell'et,  la  formule  générale  pour  la  déri- 
vation des  fonctions  de  fonction,  que  nous  avons 
donnée  dans  ce  Journal  (p.  46,  §  13;  i885),  devient, 
dans  le  eas  actuel. 


'f[<-"'-4^S(=;)]- 
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li  est  facile  de  déinoiiirer  le  ihéorcme  de  M.  d'Ocagiie 
en  parlant  de  la  dernière  expi'ession  ut  en  utilisant  la 
formule  connue,  presque  évidente. 

On  a  d'abord 

S;  =  ^|['-''-««-|(S)]. 


t  que  lecoeHlcieul  de  ( —  i)'/»!aj"'  dai 

E  +  3a,  -;■''-  -h...-hpap-i  --'^ 


''d4" 


S(r;)-T[sS(^)l- 

p-1  v=l       L       p-V-l  J 

pression  est  identiquement 
évidente 


Celte  expression  est  identiquement  nulle,  à  cause  de 
la  relation  évidente 


C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer.  Inversement,  il  est  fa- 
cile d'exprimer  les  nombres  a  au  moyen  des  nombres  (f . 
En  introduisant  la  fonction  synibolique  e"^,  on  peut 
écrire 

^ ■''"•(-.w),.- 

d  OU  1  ou  déduit 

e"'-  aue'"'. 
Ann.  de  .WaChémal.,  3-  série,  t.  VII.  (Oclubre  jâ8S,)  3o 
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formule  de 


ou  bien,  en  vertu  de  la  formule  de  dérivation  invoquée 
plus  haut, 


M.  d'Ocagne  s'est  également  préoccupé  des  relatïoDs 
qui  existent  entre  les  sous-invariants  r^p  et  les  sous- 
invariants  principaux  déSais,  comme  on  sait,  parles 
égalités  symboliques 


Les  relations  dont  il  s'agit  sont  faciles  à  découvrir. 
Si  l'on  commence  par  limiter  la  recherche  aux  v  à  indicé 
pair,  en  supposant  que  les  v  à  indice  impair  soient  nuls, 

ou  a 

,      t5     _?! 


Or  on  a,  évidemment, 
Donc 

D,g,t7cdb/GOOglC 


(  (fi?  : 

Oii  trouve,  J^mi'intr, 


'— "||<-"-^S[,-^]i- 

Ce  sont  là  les  formules  prévues  par  M.  d'Ocagne 
lans  les  Annales  Je  la  Société  scientifique  de 
Bruxelles (i  i'  année,  p.  Siy). 


m  LE  CRITÈRE  DE  GALOIS  CONCBINANT  LA  RÉSOLUBIUTÉ 
DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES  PAI  RADICAUX; 

P\H  M,  J.  DOLBNIA, 

Ingénieur  des  Mines  à  Nijni-Novgorod. 

1 .  Il  est  bien  connu  que  les  racines  de  l'équation  cu- 
liique 

s'expiinient  par  les  formules 

:^,=  a^Ri[-^-aRÎ, 

'lû  R,,  Rj  sont  les  racines  de  1  équation 

,.  +  „-- i^=o. 

Abel,  le  premier,  a  remarque  (')  que  les  racines  de 
chaque  équation  algébrique  irréductible,  résoluble  par 

(  '  )  Œin-rvs  complètes,  t.  Il,  p.  tii  :  iKSi. 
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radicaux,  sont  exprimables  par  des  formules  semblables 
à  (i).  Daus  uw  des  Mémoires  posthumes  Sur  ta  fésolu- 
tion  algébrique  des  équations,  Abel  a  donné  ('),  sans 
démons  Ira  t  ion,  le  théorème  suivant  : 

Si  l'é^ualion  de  premier  degré  n  est  résoluhle  par 
radicaux,  ses  racines  sont  exprimables  par  les  for- 
mules 

i  Mi  k  \ 

(a)        /      a?i  =  n(,ttR7+a'R;-t-...+  a''-<R"_J, 


/  1  « 

3:„_,=  nl,a''-iRÎ-i-a«-*RÏ-f 


où  R|,  Ri,  . . . ,  B„_i  sont  les  racines  d'une  équation 
du  degré  (n —  i)  dont  les  coefficients  sont  des  folio- 
tions rationnelles  des  coefp.cients  de  la  proposée, 

La  vérité  de  ces  formules  a  été  démontrée  par  Malm* 
sten  dans  le  Tome  XXXIV  du  Journalde  CreUe{*)- 

2.  La   connaissance  plus  exacte  des  propriétés  des 

fonctions  R",  Rj,  . . . ,  R^_,  s'acquiert  i  l'aide  des  ibéo- 
rèmes  suivants  : 

Thëobéme  L  —  Si  nous  donnons  à  R"  laformede 
fonction  rationnelle  des  racines  Xny  x^,  Xj,  ...,XK-^^^ 
substitution  (  )  réduit  cette  fonction  à  a*R". 

Démonstration.  —  Du  système  (2),  on  déduit 

i 
(3)     R7  =  a^,+  a''-<T|-i-...+  a''-*af(--f-..,+  a3-„_, +..-■ 

(')  Œuvres  complètes,  1. 11,  p.  117-243. 

(  ■)  Seuret,  Cours  d'Algèbre  supérieure,  t.  tl,  p.  687  ;  iSltfi. 
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En  appliquant  à  cette  équation  la  substitution  I  jt 

(4)  )  S*l,RÎJ  =  m-a"-'i-*+, +... 

t  -H  af-'a-t+i-i-. . .  +  a  J*-i  + 

OÙ  Sa=(     _     )■  En  multipliant  les  deux  membres  de 
(3)  par  a*,  on  obtient 

(5)  j  a*RÎ=  «*T,  +  a*-'ari-4-a*-'x»-+-... 

f  -*■  xt-t-  i«''-'a:t+i+.,.-4-  a*+'«'a-iH- 

En  comparant  (4)  et  (5),  on  trouve 

/  k\  i 

Sit\R,/  =  <»*Rï  c-  0-  F.  D. 

3.   Corollaire.  -~   En  désignant  (  )  =  S,  nous 

avons 

s(R")=aRf, 
S»(Rt)  =  a»R;, 

S''-'(rÎ/  =  «"-'R;; 
d'où  il  suit  que,  si  nous  appliquons  les  divers  degrés 


de  substitution  circulaire  S  : 
rons  la  sériu 


=(•:■)-!. 


(6)  h",     oR",     <r>R",      ...,     a"-'RÏ,      .... 

Engénéral,IesdiversdegrésdesubstitutionS=  I  "  _     j 
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(lontiuiit  à  R"  la  série  des  valeurs  suivaiilcs  : 

i            I              j  1 

K",     a'H".    a^'h" i"-'R". 

i.  Théoiikmk  II.  —  Si  nous  appliquons  la  mhttiiu- 
lion  T  ^=  (    "  )  "  Iï"i  'tous  allions 

t(u';)=r;, 

où  i  sniiyfnil  à  la  congiuenve 

DéinoitsUalion.  —    En    appliquant    la    substilutluii 
T=^  (        )  à  la  fonction 


It  .  =  ./■„ -f. 

■a"  ■ 

1^,-T- a"-»  j-, +  ...-+- a"- 

nous  auroii 

,s 

T(l.-)=r. 

+  !■' 

lj(.-i-«"->J7,t  +  ...-(-i 

Soii 

ki-^i         (mod  n) 

alors 

iki-^-i.      iki^.%. 

Par  consc-(| 

ui;nl 

(;i         T(,B*;)  =  r„  +  a"-'j-,  +  i''-"j',-i- 
iMais,  du  l'équation  (a),  on  déduit 

j 

(8)  H"  =  3-0-1-  i"-'>i-r  a''-""3-i-H... 

Eli  cumparaiii  (7)  ti  (8),  on  obtient 
t(h"J=  Rf 
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5.  Corollaire.  — Soit  p  la  racine  primitive  du  nombre 

premier  7i;  alors  p"~'  ^  i  (modn),  tous  les  autres  degrés 

de  p  sont  congrus  avec  les  nombres  a,  3,  4i  ■  ■  ■ ,  rt —  i . 

Posons 

p"-'^  a,        p"-'^  b,        ....        p>^  A-        (mod  n), 

où  a,  b,c,  . . .,  k  sont  les  divers  termes  de  la  suite  2, 

3,  . . , ,  p  —  I ,  p  +  1 ,  . . . ,  «  — I.  Posons  T  =  (^'j- 

En  appliquant  successivement   tous  les  degrés  de  T, 
nous  aurons 

t(r',')=h;;, 

Ti(<)=lC 


où  les  indices  a,  b,  c,  . . .,  k  sont  les  résidus  minimum 
de  p',  p*,  . . .,  p""^,  suivant  le  module  n. 

De  cette  manière,  nous  verrons  que   les   diflerents 
degrés  de  substitution  T  donnent  ta  série 

t(r;'J=r",-. 
t»(r?)=  r^,, 

T"-i(R?)=Rf. 
6.  A  l'aide  des  deux   substitutions  S=\~~^    )  et 
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s  formerons 

a 

Table  suivaute 

5.           S». 

...,     S"-'. 

ST,        S'T, 

....      Sn-'T, 

ST'.       S»T', 

...,     S-'-'T', 

La  table  (g)  constitue  un  système  conjugué  (•).  Les 
subsiitulions  de  ce  système,  étant  appliquées  succcssîve- 

metit  à  R",  donnent  à  cotte  fonction  les  n(n  —  i)  valeurs 
suivantes  : 

i    R".     aR^,       a>R",       ...,     a^-iR", 
(X)  '    K'     ""««,     ""K,      ■■■:     ""-"B^, 

[  Rp,    aPRp,     a'PRp,     ....    a''-pRp'. 

7.  Théorètiie  III.  —  l^s  substitutions  qui  n'altèrent 

pas  la  fonction  R"  constituent  un  système  conjugué 
dont  l'ordre  est 

.11  =  1,  2.  3,. ..,(«->); 

ce  système  se  compose  de  toutes  les  substitutions  qui 
n'altèrent  pas  les  deux  racines  :  Xo  et  encore  une  cer- 
taine racine  x*. 

Démonstration.  —  En  appliquant  a  R"  tous  les  de- 
grés de  substitution  T  ^  I  U  nous- aurons  les(R  —  i) 
valeurs  difl'érentcs  de  cette  fonction  qui  sont  renfermées 

{')  Semet,  Court  d'Algèbre  supérieure,  I.  II,  p.  368-171;  iW«- 
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Les  substitutions  i ,  T,  T*,  . . . ,  T"  *  n'altèrent  pas 
l'indice  2  :=  o.  D'auiic  part,  si  à  l'équation 

11  i 

a^o=  RÎ-4-  RÎ-i-...-hR^_, 

Dous  appliquons  toutes  les  substitutions  possibles  des  ra- 
nnesX|,Xi,  . .  .,Xn_i,  la  racine  Xg  n'est  pas  attéréepar 
cette  opéraiion.  D'où  il  suit  que  toutes  les  substitutions 

de  racines  :t:,,Xi, :  x„_i  donnent  à  R"  les(n  —  i) 

valeurs  ditFérentes.  Le  nombre  des  substitutions  des  ra- 
cines de  X|,  Xa,  . . .,  x„_i  est  exprimable  par  le  produit 
\  =  i,  a, 3,  . ..,  (r  —  i).  Ces  substitutions  forment  un 
système  conjugué  qu'on  peut  former  de  ta  manière  sui- 
vante. Du  nombre  général  n  des  racines  de  l'équation 
proposée  nous  excluons  Xo,  el  encore  une  racine  à  vo- 
lonté, par  exemple  x,  ;  de  toutes  les  autres  (n  —  a)  ra- 


iious  formons  tous  les  arrangements  possibles  sem- 
blables à  (il).  Le  nombre  de  tels  arrangements  est  égal 
au  produit 

M  =  .,ï,3,  ...,{n-a). 

Nommons  les  substitutions  à  l'aide  desquelles  nous 
recevons  tous  les  M  arrangements  par 


Les  substitutions  (12)  constituent  un  système  con- 
jugué qui  n'altère  pas  les  deux  indices  o  et  1 .  Des  deux 
systèmes  conjugués  (1,  T,  T*,  . , .,  T"'*)  et  (la),  for- 
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nions 

Il  Tabl. 

1  '■ 

T: 

T', 

..,     T"-», 

\V:. 

UiT 

U.T», 

..,     U,T"- 

(■3) 

]""■ 

U,T 

U,T'. 

..,     U.T"- 

!  u«_„ 

Uh-1 

T, 

Uh_iTi, 

..,     U«_„T 

CeTableau  renferme  les  {n  —  i)  M  substitutions  parmi 
lesquelles  ne  peuvent  être  deux  substiuitions  égales,  car 
récjuation 

UaTP=Ua'TP' 
entraîne  l'égalité 

(14)  Tip-f'=Ui'li,-. 

ce  qui  ne  pwut  être,  parce  que  le  produit  Uâ'  fa'  *""*■ 
forme  au  plus  les  (n — s)  iudices,  alors  que  la  snbsti- 
tution  T'P~P''  transforme  tous  les  indices,  excepté  les 
y.éros.  D'où'il  suit  que  la  Table  (i3)  renferme 

substitutions  diverses  qui  ne  transforment  pas  x^  el 
qui  constituent  uu  groupe  dont  l'ordre  est 


Il  est  facile  de  prouver  que,  dans  chaque  ligne  horiïon- 
talc  du  Tableau  (i3),  il  y  a  seulement  une  substitution 

qui  n'altère   pas  R'ï^.  En  efTet,  admettons  que  dans  li 
ligne 

UaT*,      ....     UaT' UaT"-» 

il  y  ail  deux  substitutions  UoT*  el  UaT'  qui  n'altérenl 
pas  R".  Dans  cette  hypothèse,  la  substitution 
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n'allêri!  pas  R"  ;  par  coiisétjueiil,  le  produit 
T-'Ui',     UaT*=T*-' 

n'altère  pas  non  plus  R",  ce  qui  ne  peul  être.  De   là 
suit  qu'il  existe 

M  =  i,a.  3 (t~^) 

diverses   substitutions  qui  n'altèrent  pas  J\".  Ces  sub- 
stitutions ont  les  formes 


el  évidemment  constituent  un  système  conjugué  ('). 

D'après  les  théorèmes  bien  connus  de  MM.  Bertrand 
et  Seri-et  ('),  nous  connaissons  que,  si  l'ordre  de  sys- 
tème conjugué  de  (n- — i)  lettres  est  égal  au  produit 
1,  2,  3,  . . .,  (n —  a),  le  système  se  compose  des  substi- 
tutions formées  avec  («  —  a)  lettres;  d'où  il  suit  que  le 

système  conjugué  qui  n'altère  pas  R''  se  compose  de 
toutes  les  substitutions  qui  n'altèrent  pas  ;):d,  et  encore 
l'une  des  lettres  Xi ,  Xt,  .  . . ,  Xn~i  ■  c.    q.   r.   n. 

8.  Remarque  nécessaire.  —  Les  lliéorèines  de 
MM.  Bertrand  et  Serret  dont  nous  nous  sommes  servis 
admettent  une  exception  quand  n  =  '^.  Dans  ce  cas, 
n  —  1  :=  6,  et  alors,  outre  le  système  qui  renferme  toutes 
les  substitutions  de  eïnq  lettres,  on  peut  encore  former 
un  système  de  même  ordre  qui  contient  les  substitutions 
circulaires  des  ordres  4i  ^t  G.  11  est  bien  compréhensible 


('I  Sbbhet,  Court  d'Algèbre 
{')  Ibid.,  l.  11,  p.  j.|H. 
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que  ce  dernier  groupe  ue  peut  satisfaire  aux  conditions 
du  théorème  III.  En  eOet,  le  groupe  d'ordre  1 30,  qui  fait 
exception  aux  théorèmes  de  MM.  Bertrand  et  Serret, 
renferme  la  substitution  circulaire 

*  =(a:,,   a-,.   3-j,   373,  ^l,   37j)       ('). 

En  remarquant  que  3  est  Ja  racine  primitive  du  nombre 
premier  7,  posons 


T'=  /'^'^  =  f'*"  ■*'*'^*'  ^"  ^*'  ^'V 

\  s   J         \X„  Xi,  x,,  3^1,  Xs,  x%) 

Il  est  clair  que 

*'  =  T»  ; 

par  conséquent,  le  groupe  qui  renferme  les  substitutions 
circulaires  des  ordres  4>  ^1  6  uc  peut  Aire  identique  au 
groupe  du  mùme  ordre,  dont  toutes   les  substitutions 

n'altèrent  pas  R". 

9.  Raisonnant  comme  ci-dessus,  nous  verrons  que  le 
groupe  qui  n'altère  pas  aP*R*  se  compose  des  M  =  i, 
a,  ...,  (n  —  3)  substitutions  qui  ne  transforment  pasx^, 
et  encore  une  certaine  racine  x^. 

10.  Théorème  IV. —  Chaque  fonction  de  lajonne 
a*R"  est  exprimable  rationnellement  par  deux  racines 
de  l' équation  proposée  convenablement  choisie.^ 

Démonstration.   —    Prenons     l'une    des    fojfclions 

(M  Serhet,  Cours  d' Algèbre  supérieure,  l.  II.  p.  3ii  :  1866. 
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données  a*/'R^.  C<;Ltti   roDCiîmi  n'est  pas  altét 
toutes  les  siiLstïtutîons  possibles  des  racines 


excepte  x*  cl  encore  une  certaine  racine  x;;  par  consé- 
quent, a*''Rp  est  une  fonction  entière,  rationnelle  cl 
symétrique  des  racines  de  l'équation 

(.5) 


I  (x  -  Xv){X ~  Xi).  .  .{x  —  xi-.,){x  —  xi,^i). . 


X  i,X  —  Xl-,){X  —  X,+  i).  .  .{x 

Si 

(16)  /(ar)  =  o 

est  l'équation  proposée,   la  fonction   iz'''R^  est  expri- 
mable rationnellement  par  les  coelTicients  de  l'équation 


par  conséquent,  elle  s'exprime  raliounellement  par  x* 
et  Xi.  c.  0.  Y.   D. 

H.  Théorème  V.  —  Chaque  racine  de  l'équation 
proposée  s'exprime  rationnellement  par  chacune  des 
Jonctions  (A)  (n"  5),  si  les  racines  dp  l'équalion  binôme 
ce"  —  1  =  o  sont  rationnellement  connues. 

Démonstration.  —  Nous  avons  reproduit  ici  les  rai- 
sonnements avec  lesquels  Galois  a  démontré  l'un  de 
ses  théorèmes  fondamentaux  (').  Nous  savons  que  le 
groupe  des  substitutions  d'ordre  N  ^  i ,  2,  ..,,(«  —  i) 

<juî  ne  transforment  pas.r,,  donnent  à  R"  les  {n —  i)  va- 
{  •  )   Sf.bret,  Cours  d'Algèbre  supérieure,  l.  II,  p.  3m.|-39Î;  iSfiG 
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leurs 

,1.        I  1 

R';,  it';.  ....  R^_,. 

Composons  l'équation 

(.7)         (;-R':)(ï-ui)...(ï-ii;;_,)=n. 

dont  les  coerBcient.s  sont  les  fonctions  symétriques  di-s 
racines  de  l'équatioa 

par  conséquent,   on  peut  donner  à  l'équation  (17)   la 

L'équation  proposéc_^{ x)  ;=  o  a  une  racine  commune 
avec  chacune  des  équations 


K(Ri*)  =  o. 

r(ni,)... 


Il  est  facilK  de  démontrer  qu'aucune  des  équations  { <  S  ) 
n'a  d'autre  racine  commune  avec  l'équation  proposée. 
C'est  pourquoi  nous  disons  que  l'équation 


p(Ri.)^.. 


est  satisfaite  par  la  substitution  xj  au  lieu  de  x,  c'est- 
à-dire  que  nous  avons  identiquement 
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L'équation 

(3.)  va.^j)  =  " 

découle  de  (17)  par  la  substitulion  circulaire  f  ~        J; 

par  conséquent  Véquaiion  (ai),  dans  la  forme  étendue, 
est 

(:;  — !»/Rf)(;-a«/R',7...(ç  — a"-/u'_,,'=o. 

11  est  évident  qu'à  cette  dernière  équation  la  racine 

Ç^=Ri'  ne  satisfait  pas  ;  par  conséquent,  l'égalité  (20) 
n'est  pas  admissible,  par  conséquent  notre  hypothèse  est 
illusoire. 

D'où  il  suit  que  chaque  équation  (18)  n'a  qu'une 
seule  racine  commune  avec  l'équation  proposée;  par 
conséquent,  le  polynôme  _/'{j;)  a  un  plus  grand  commun 
diviseur  avec  chacun  des  polynômes  {18),  cl  ce  cooi- 
inun^divîseur  est  ifii  polynôme  du  premier  degré  en  x. 
Nous  chercherons  ce  diviseur  parmi /'(x)  et  F(Ç,  x); 
ayant  obtenu  le  reste  du  premier  degré  en  x,  nous  éga- 
lerons ce  reste  à  zéro;  par  cela  même,  x  se  transforme 
eu  Xo,  lequel  s'exprime  rationnellement  par  ^^  au  lieu 
de  E^,  nous  pouvons  substituer  chacune  des  fonctions 

R",  Rj,  — ,  Rfl-c  ^^  '^  même  manière,  nous  démon- 
trerions que,  en  général,  x^^  s'exprime  rationnellement 

par  a*R",  a'*R'j,  . . .,  a"~*RîJ_,-  D'où  ïl  suit  que  cha- 
cune des  racines  s'exprime  rationnellement  par  chacune 
desfonctions  {A),  n"  S.  c.  q.  f.  n. 

12.  Corollaire.  —  Il  résulte  des  théorèmes  précé- 
dents que  chacune  des  fonctions 
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s'exprime  rationnellement  l'une  par  l'autre.  En  effet, 
chacune  de  ces  fonctions  s'exprime  rationnellement  par 
les  racines  Xj,  Xi,  ...,x„_t;  chaque  racine  s'exprime 
rationnellement  par  l'une  quelconque  des  fonctions  (Â), 

n"  5  ;  par  conséquent,  une  fonction  quelconque  R"  s'ex- 

prime  rationnellement  par  R^,  où  f  et  ^  sont  des  entiers 
arbitraires. 

13.  Théobéme  VI  (Galois).  —  Si  une  équation  irré- 
ductible de  degré  premier  n  est  résoluble  par  radi- 
caux, les  racines  sont  toutes  exprimables  en  fonction 
rationnelle  de  deua:  quelconques  d 'entre  elles. 

Démonstration.  —  Nous  avons  vu  que  chaque  racine 
de  l'âjuation  proposée  s'esprirae  rationnellement  en 
chacune  des  fonctions  (A),  n"  5;  chacune  de  ces  fonc- 
tions, par  exemple  R",  s'exprime  rttionnellement  en 
fonction  de  deux  certaines  racines  ;  par  conséqueut,  nous 
aurons 

R;;  =  qf(3-*,  :r,). 

En  appliquant  à  cette  équation  toutes  les  substitutions 
de  la  forme  (  "  j,  nous  obtenons,  pour  le  premier 
membre  de  l'équation,  le  Tableau  suivant  : 

[  RÏ.  Rj,  Rî,  ....    R^_,, 


1  «"-'Rï,     ««-'r";,    a'-'R",     ...,     3»-'R;_,. 
D'autre  part,  toutes  les  valeurs  possibles  de  ^  sont  rcn- 
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fl-rmûes  dans  la  TaM« 

(T(».,m).       "K^..  »i),       . 

...     'r(,r,.r..,) 

içj)>l'(i„>-,),          ^r^^„^.)■          ■ 

...     «r(rr„x„_,  j 

'  IK».-,,  I.),     ï(i.-„»,).     . 

...     V{I,-„T,. 

«)■ 

Exprimons  ^*  par  Xj  et  jfy.  Cherchons  dans  la  Table 
(C)  la  fonction  T(x£,  xy);  celte  funciion  sera  égale  à 
un  des  termes  du  Tableau  (B),  soit 

Comme  Xt  s'exprime  ratlonnellemuni  par  «""R",  la 
racine  xt  s'exprimera  rationnellemcnl  en  V{:ï:,,  xj)  et, 
par  conséquent,  en  x/,  Xj.  c.  q.  f.  d. 

14.  Tbéobèmf.  vu.  —  La  fonction 

est  la  racine  d'iineérf  nation  abélienne  du  degré  (^n  —  i), 
dont  les  coejfflcients  sont  des  /onctions  rationnelles  de 
celles  de  la  proposée. 

Détermination.  —  Les  quantités  R,,  Ra,  ...,R„_, 
sont  les  racines  de  l  équation 


Démontrons,  en  premier  lieu,  que  lus  coefficients  de 
cette  équation  sont  rationnellement  connus.  A  cet 
effet,  formons  toutes  les  substitutions  possibles  de  n  ra- 
cines Xg,  .T(,  ...,  Xn-i\  ces  substitutious  forment  un 
groupe  de  l'ordre  (i  .2.3. .  .n).  Chaque  substitution  de 
ce  groupe  est  équivalente  au  produit  de  quelques  trans- 
Ann.  de  Mathémal.,  3'  série,  l.  VU  (Octobre  i888).  3i 
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positînns;  mais  la  transposition   {x„  xj)  remplace  la 
suite 

1  i  1 

par  la  suite 

a^R",    o'/R;,     ...,     «'"-"^R". 
Mais 

(a*'Ri)'"=R*. 

Alors  la  transposition  (x,-,  Xj)  remplace  dans  la  série 
Rt.Rj,  ...,Rn-tun  terme  parl'autre;  par  conséquent, 
la  fonction  symétrique  des  quantités  R, ,  R,,  R,,  .... 
Rn-<  n'est  altérée  par  aucune  transposition.  D'où  il  suit 
que  chaque  fonction  symétrique  des  R, ,  Rj,  . . .,  R„_, 
sera  rationnellement  connue;  par  conséquent,  Icscoeffi- 
cients  de  l'équation  (as)  seront  rationnellement  con- 
nus. 

Démontrons,  en  second  lieu,  que  les  racines  de  l'équa- 
tion (3a)  sont  toutes  exprimables  ratiounellemeut  par 
l'uue  queleouque  d'entre  elles. 

jyous  avons 

R,  =  (a-,-t-  a-^ix,  ■+■  a^-^XiA-. .  .-Ha:^,  )». 

Comme  Xa,  .^n  ■  ■  -,  ^n-i  sont  toutes  exprimables  ra- 
tionnellement dans  l'une  quelconque  des  fonctions 

R^,    Ri|,     ...,    R"_,, 
la  fonction  R,  peut  être  exprimée  rationnellement,  par 
exemple  par  R^;  par  conséquent,  nous  aurons 
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OÙ  11  ot  8  sont  (les  fonctions  erititres.  En  faisant  dispa- 
raître \c.  dénominateur,  nous  aurons 

(a4)    R,  =  ao-i-a,R'i-Hn,R!î+aiRÏ  +  ...-t-a„_iRi"  , 

où  at,  a,,  a^,  .■  -,  ffn_i  sont  des  Ibnctions  rationnelles 
deR,. 

En  ap^>liquant  h  l'équation  (34)  ^'^^  '('s  degrés  de  sub- 
stitutîonS:=  (  ]>  nous  aurons  (lUéorèinu  1), 


Itt=a«  +  aiRÎ      ■+-     «,R;,'-(-..,4-tin-,R,"  , 

R,  =  ao+aicEiRj|  +  a,a*RÎ  +. .  .-h  «B-jcf-'R,,"   , 

Ri=a„-l-o,aiRÎ  +  a,a'RÏ-t-...4-a„_,a''-'R,"   , 

R,=  ao-+-i|i''-'RÎ  -t-...+  a,._,i»R>,"    . 

En  ajoutant  ces  égalités,  nous  trouvons 


(tar  conséquent  R,  s'exprime  rationnellement  en  Rj. 
D'où  il  i-ésultc,  comme  l'a  reniartjué,  pour  la  première 
fois,  Kronecker  { '  ),  que  l'é([Uation  (  ■m)  so  rapporte  à 
la  catégorie  des  équations  abélirnnes  ('). 

15.  TBÉonkMF.  VIII  (Galois).  —  Si  toutes  les  racines 
d'une  équation  irréductible  de  degré  premier  n  sont 
exprimables  rationnellement  en  Jonction  de  deux  quel- 
conifues  d'entre  elles,  l'équation  est  résoluble  par  radi- 
caux.. 


[')  Seuhist,  Cours  d'Algèbre  supérieure,  i.  Il,  p.  6j4-66',; 
(■)  N.-H.  Abfl,  Œuvres  comptêles,  t.  I,  p.  .^78-3117;  1881. 
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Démonstration.  —  Formons  la  fonction 


où  a  est  l'une  des  racines  de  l'équation  --_-  =  o- 
Commu  tontes  les  racines-  de  l'équation  f{x)  =  o  sont 
exprimables  rationnellement  par  deux  racines  à  volonté, 
on  peut  écrire 

(26)  n,=  ii'(io,^i), 

où    ï   esl  une  fonction  rationnelle. 

Eu  appliquant  à  l'équation  (26)  toutes  les  substitu- 
tions de  la  forme  (^""^  *)  {Table IX,  n"  6),  nous  obte- 
nons pour  n,  la  série  de  valeurs 

I  n„     an,,       a'O a-i-'n,, 


1   Hp,      aPOp,      a»pnp,       ...,     a'-PHp, 

OÙ  4»,  J,  (?,...,  p  O"'  1"^  valeurs  désignées  dans  le 
A  la  fonction  cp(j^oi  ^i)  répond  !a  série 

.fi(3;o,  xp),     9(a-,,  ip>,),      ....     ?(i-,.,.  a-p_,  ), 


La  Table  (E)  contient  toutes  les  valeurs  de  la  fonc- 
tion (p;  par  conséquent,  la  Table  (D)  contient,  toutes  les 
valeurs  de  la  foiioiion  FT, .  Nommons  \  l'une  des  racines 
de  l'équation  >.""'  —  1  =  0,  sans  en  excepter  l'nnitc,  et 
formons  la  fonction 

{nï-)-in,';-+-X"ri2+,..-i-X'--înj;)"-'=  0,=  *(.ro,a:,). 
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Il  est  évident  que  0(  =  '^{xt,,  x,  )  n'est  pas  allérée  par 
la  substituUon  S  =  (  '         );  en  outre  0,   n'est  pas  al- 

Icriie  par  la  substitution  T  =;  I    ""  Ji  car 

T(n,)  =  na,      T{n„)  =  Ti(n,)  =  n4,      ..  ; 
par  conséquent. 

Il  est  évident  que  0,  est  une  fonction  symétrique  et  ra- 
tionnelle ilos  racines  x^,  x,,  x,,  -  -  -,  et  par  conséquent 
vWe  est  rationnel leinciil  connue.  JNous  aurons,  étidem- 
inent,  les  (n  —  r)  équations 

nï+n3+...-(-D^  =  ""v/'V 


oûOo,(l|,  Oj,  ...Q/i^a  sont  des  quantités  ratioanellement 
connues.  A  l'aide  do  ces  équations,  II",  H,,  ..,,  n"_, 
s'exprimeront  par  des  fonctions  rationuelles  et  linéaires 
des  "VS».  '  V^,  "  v'ôai  ■■■^  "~^^/i-i'i  par  conséquent, 
nous  trouverons  II,,  II;,  ...  par  radicaux;  donc  nous 
trouverons  par  radicaux  les  racines  de  l'équaLion  pro- 
posée, c.  Q.  F.  u. 


ligne  ,ig,  au  lieu  de  coordoonëes,  lises  ordonnées, 
ligne  tg,  au  lieu  de  coordonnées,  la  courbe  \,  lises  o 
•ourbe  K. 
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SUR  LIS  SURFACES  DE  RËYOLlITrON; 

Pae  m.  Geminiaso  PIRONDINI. 


i.  M.  Aoust,  dans  ud  Mémoire  in^^ré  au  Journal  de 
Lioufille  {i8^6),  a  trouvé  pour  équation  de  la  ligue  L 
qui  coupe  les  lignes  méridienties  d'une  surface  de  révo- 
lution sous  l'angle  constant  a 

î  =  tanga.a, 
V  étant  l'arc  de  la  ligne  méridienne  et  ^  l'arc  du  paral- 
lèle qui  passe  par  le  point  considéré  de  la  trajectoire. 

Il  est  cependant  facile  de  monirerque  la  trajectoire  L, 
par  rapport  au  syslème  d'axes  curvilignes  considéré, 
u'tistpas  représentée  par  l'équation  linéaire  précédente. 

A  cet  égard,  j'espère  qu'on  m'excusera  de  publier  cette 
Note  pour  rectifier  celte  petite  inexactitude  échappée 
à  M.  Aoust,  dont  j'ai  étudié  avec  intérêt  les  Ouvrages 
remarquables. 

Sur  une  surface  de  révolution  quelconque,  soient  Oj' 
Fig.  .. 


iJif;-  i)  une  ligne  méridienne,  Ox  une  paiallèle,  A  et  II 
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deux  poînls  consécutifs  de  la  trajectoire  fjuj  coupe  les 
ligues  raéndieunes  sous  l'angle  constant  i. 

Si  l'on  mène  les  parallèles  Aa,  BA,  on  a  Aa,  Oa 
pour  coordonnées  de  A,  et  B£,  Ob  pour  coordonnées 
de  B.  Soit  AM  la  méridienne  qui  passe  par  le  point  A  ; 
si  l'on  fait  £N  =  <iA,  on  a 

Xa  =  x,         Bb  =  x  +  di, 
rfi  =  B6  — Aa  =  BN  =  BM-HMN. 

Si  l'on  désigne  par  R  le  rayon  du  parallèle  et  par  <ii 
l'angle  compris  entre  les  plans  des  lignes  méridiennes 
Oby  AM,  on  peut  écrire 

Aa=  Rui,        M6=(R  +  rfR)iu 

et  conséquemment 

MN  =  M*  — Aa  =  o)rfR. 

D'ailleurs 

BM  =  AM  langi  =  iane  idy; 
donc 

dx  =  laagltfy  ■+•  vidR. 

L'angle  u  est  défini  par  l'égalité 

ce  qui  donne 

dR 
dx  =  tanfitd)'-\~x  -g-- 

La  trajectoire  L  est  donc  définie  par  l'équation  diffé- 
rentielle suivante  : 
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Pour  intégrer  cette  éqaalïon  difFéreatielle  linéaire, 
posons 


alors 


d'où,  en  intégrant, 

(a)  a^  =  eJ'ï'J'-'r  la  -t-  langj  f  e-^9')''''>  dA, 

a  étant  une  constante  arbitraire. 
Si  l'on  pose 

r  e-fvitx'r  dy  =  '^(jr), 
on  obtient 

ut,  à  cause  de  (i), 


g  =  64.'(^  ).        »  -  ç^j  [«  +  t.nBit(^)]. 

Si  l'on  désigne  par  6(^)  le  second  membre  de  la  der- 
nière égalilé,  on  a 


»-«(7),        H  =  *«(^) 


r-"/s?r' 


Si  £1(S,  T,,  !^)  est  le  système  d'axes  coordonnés,  R  est 
la  coordonnée  Ç  de  la  ligne  méridienne  à  l'instant  oii 
le  plan  de  cette  ligne  coïncide  avec  le  plan  coordonné 
ri]  =  o;  la  coordonnée^  de  la  trajectoire  est  l'arc  «  delà 
ligne  méridienne. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Si,  par  rapport  au  système  d'axes  curvilignes  formé 
sur  une  sur/ace  de  révolution  par  une  ligne  méridienne 
(axe  des  j)  et  par  un  parallèle  (  axe  des  x),  la  irajee- 
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toire  qui  coupe    les  lignes  méridiennes  sous  l'angle 
constant  i  est  représentée  par  l'équation 

les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  ligne  mé- 
ridienne sont  données  par  les  équations 

!;=  J  V/i  — A>[fl'(«)— taDgil'e~*'*'*V  M^rf», 
s  étant  l'arc  de  cette  ligne. 
%  Soient  réciproquement 

les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  ligne  mé- 
ridienne d'une  surface  de  révolution. 

Dans  ce  cas  R  =  ^{y)  ^^i  «n  appliquant  (t), 

logR=  y  f(7)rfj-log*  =  ioge(j'): 
d'où 

par  conséquent, 

/'-"-'*=  î/s^-.- 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équatîon   (2),  on 
obtient 

,  =  .(^)[<.»  +  ...e./,-^]. 

On  a  ainsi  ce  théorème  : 

Sur  la  surface  de  révolution  engendrée  par  la  ligne 
méridiftnne 

i  =  Ots).        X.=J)/t-^'^{s)dt 

l 
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la  trajectoire  qui  coupe  les  méridiennes  sous  l'angle 
constant  i  est  représentée  {par  rapport  au  système 
d'axes  curvilignes  formé  par  une  ligne  méiidientte  et 
par  une  parallèle  de  la  surface)  par  l'équation 

(3)  ^  =  6(^)[*  +  Ungtyg-^], 

k  étant  une  constante  arbitraire. 

j4 pplication.  —  Nous  allons  déterminer  la  surfau 
(le  révolution  sur  laquelle  une  loxodromie  est  repré- 
sentée eu  coordonnées  x,  j  par  une  équation  linéaire 

On  doit  avoir,  à  cause  de  (3), 

d'où 

,  .  C  <iy        ay\-h 

En  dîflërentiant  par  rapport  i  j',  on  a 

tangt  _  ffDCr)— (ar-<-ft)ft'tj'). 
Hy)  5v7)  ' 

d'où  l'on  déduit 

6'(7)         ay-hb    ' 
Cette  relation,  par  une  intégration  et  par  des  calcnU 
très  faciles,  nous  offre 

Oty)=A(«y+i)'        ^ . 

On  a  donc  la  propriété  suivante  : 

La  surface  de  révolution  sur  laquelle  la  loxodronde 
qui  coupe  les  lignes  méridiennes  sous  l'angle  con- 
stant i  est  représentée  en  coordonnées  x,  y  par  l'équa- 
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est   engendrée  par  la   rotation  de  la  courbe  méri- 
dienne 


autour  de  l'axe  des  Ç. 

La  propriété  énoncée  par  M.  Aoust,  relativemeni  aux 
loxodromîes  des  surfaces  de  révolution,  est  donc  vérifiét: 
seulement  pour  une  classe  de  loxodromies  (celle  dé&nie 
par  l'angle  i)  de  la  surface  de  révolution  cjue  nous  ve- 
nons de  déterminer. 


3.  On  peut  énoncer  le  théorème  que  nous  venons  de 
démontrer  sous  une  forme  remarquable. 

Si  les  coordonnées  d'un  point  d'une  ligne  plane  quel- 
conque s'expriment  en  fonction  de  l'arc  de  la  manière 
suivante 

le  rayon  de  courbure  p  de  la  ligne  est  donné  par  l'éga- 
lité  " 

d'où 


On  peut  doDC  écrire 


I    ■■       /■|0[i'-f-(langi— «■)iangi] 
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pourvu  que  l'on  remplace  f  parla  fonction 

H(,)e-""'/irft;. 

Donc  : 

Pour  tfuutie  loxodromie  d'une  surface  de  révo- 
lution soit  représentée  par  l'équation  x  =  9(j'),  il 
faut  et  il  suffit  que  le  rayon  de  courbure  de  la  ligne 
méridienne  s'exprime  en  fonction  de  l'arc  par  l'éga- 
lité (4),  k  étant  une  constante  et  i  l'angle  constant 
sous  lequel  la  ligne  coupe  les  méridiennes. 

i.  Sur  une  surface  quelconque  s  on  appelle  loxo- 
dromie toulu  ligne  Lqui  coupe  les  lignes  de  courbure 
d'uu  sjst6me  sous  un  angle  coDstant  i.  Nous  nous  pro- 
posons ici  de  déterminer  les  conditions  t|ui  doivent  être 
remplies  pour  que  l'équation  d'une  lo^iodromie  d'une 
surface  quelconque  soit  linéaire. 

Soit 

(/»»=  FdaïH-Grfi-* 

le  carré  de  la  distance  infini  tés!  maie  entre  deux  points 
consécutifs  de  la  surface,  i  l'angle  (constant)  sous  lequel 
L  coupe  les  lignes  coordonnées  c  =  consl.,  <t  l'arc  de  L; 

et  l'équation  difTércutielIc  de  la  ligne  L  peut  s'écrire 

/Ë  lang  idu  =  v'G  di>. 

Pour  que  cette  équation  donne  lieu  à  une  relation 
linéaire  entre  les  variables  u,  c,  il  faut  et  il  suffît  que 
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0»  a  donc  ce  ilicorènic  : 

Pour  qu'une  loxodromie  d'une  surface  quelconque 
soit  représentée  par  une  équation  linéaire  en  u  et  v, 
u  et  V  étant  les  paramètres  des  lignes  de  courbure  de  la 
surface,  il  faut  et  il  suffit  que  les  lignes  de  courbure 
forment  un  double  sjsième  de  lignes  isothermes  et  que 
les  paramètres  u  et  v  soient  choisis  de  façon  que  le 

E 

rapport  ^i  soit  constant. 

Les  lignes  de  courbure  d'une  surface  de  révolution 
sonl  isoihermes;  on  voit  donc  que  la  loxodromie  d'une 
telle  surface  peut  être  représentée  par  une  équation  li- 
néaire, pourvu  que  l'on  fasse  un  choix  convenable  des 
paramètres  des  lignes  de  courbure. 

Si  l'on  désigne  par  t  l'arc  de  la  ligne  méridienne, 
par  R  le  rayon  des  parallèles  de  la  surface,  par  lo  l'angle 
compris  entre  les  plans  déterminés  par  l'axe  et  deux 
points  de  la  ligne  considérée,  on  a 


rf,»=rfa'+R*rf(o». 


■m- 


Si  l'on  pose  -^  ^  dt,  on  pourra  regarder  t  comme  le 
paramètre  des  parallèles  de  la  surface;  de  cette  relation 
oiidéanit 

f{s)  étant  une  foii<:tion  convenable  de  t. 
De  là  on  a 

»  =  ?(') 

et  coaséqucmment  R   i>eut  être  considéré  comme  une 
fonction  connue  de  t. 
Donc 
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et  l'équalîon  dinérciitiellu  de  la  loxodroraïe  devient 


d'où 

iangidt!=diu, 

Donc  : 

tangi'.f  =  <u  +  const. 

L'équation  de  la  loxodromie  d'une  surface  de  ré~ 
voltUion  est  linéaire  pnr  rapport  aux  variables  {  ec  u 
<]ue  nous  venons  de  déjlnir. 

Lorsque  les  lignes  coordounées  u=  consl.,  v  =  ('.OQSt. 
ne  sont  pas  les  lignes  de  courbure,  on  a  les  propriétés 
ciu'on  vient  de  voir  pour  toute  ligne  L  qui  coupe  les 
lignes  cooi'données  d'un  système  sous  un  angle  constant. 
Pour  en  donner  une  application,  nous  allons  déter- 
ntinerles  surfaces  réglées  sur  lesquelles  une  trajectoire 
isogoiiale  des  génératrices  rectilignes  est  représcniée 
par  une  équation  linéaire. 

Soient  L  une  ligue  quelconque  à  double  courbure  ; 
cosa,  cos^,  cosy;  cosV,  cos[:t,  cosv;  cos/,  cosm,  cosm 
les  cosinus  directeurs  de  la  tangente,  de  la  normale 
principale  et  de  la  binormale;  p  le  rayon  de  courbure, 
r  le  rayon  de  torsion,  v  l'arc  de  la  ligne.  Si  l'on  mène 
par  tes  points  de  L  des  droites  placées  sur  les  plans  nor- 
maux et  inclinées  de  l'angle  d  sur  les  normales  princi- 
pales, on  a,  pour  les  coordonnées  X,y,  Z  d'un  point 
quelconque  de  la  surface  réglée  engendrée, 

X  =  a?-i-it(cosOcosX-t- 

Z=3H-M(C0S9C0SV+! 

x,j  ,  z  étant  les  iM>ordonnées  du  ^winideLet  n  lus  por- 
tions des  génératrices  rectilignes  comptées  à  partir  de  L. 
On  en  déduit  (pourvu  que  l'on  applique  les  ibrniules 
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connues  tic  M,  SiTret) 

^-=cosecosX  +  *in9cos/, 
Ou 

Par  CDnséqiiuiil, 
^du   àv 

-2('^)'=(-r»-')--(-;-^)'- 

Lu  carré  de  la  distance  ds  entre  deux  points  consécu- 
tifs du  la  surface  a  donc  l'expression  suivante  : 

^.=.„.^[(,-i'c„,.y.„.(i-^)'].... 

La  condition   que   les  lignes  u^  const.,  f  =  const. 
soient  isothermes  équivaut  n  l'autre 

G  =  UV, 

U  étant  une  fonction  de  h  et  V  une  fonction  de  i'. 
Or 

et  si  l'on  pose 

acosS  _  cos'O       /  I  _  ^y_., 


V|,  Va  étant  deux  fonctions  de  c,  la  condition  à  rem- 
plir devient 
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d'où 

log(i-uV,-i-K*V,)=logU+logV. 

Si  l'on  dérive  celle  égalité  successivement  par  rap- 
porl  aux  variables  u,  v,  on  a 

uH\,\",  -  V,  V'.)->-  a«V,  — y,  _ 
i_mV,+  «*V, 

Poar  que  celle  égalité  soit  vériSée  pour  toute  valeur 
de  u,  il  doit  être 


G-S)-^ 


P  P' 

Il  et  b  étant  deux  constantes. 
On  a  donc 

G=i-i-au+*»a', 

et  conséqucminent 

rfi»=  da»-(-(n-am-è«u')dirf. 

Cette  forme  de  l'expression  de  ds'  caractérise  des  sur- 
faces de  révolution  ou  bien  des  surfaces  applicables  sur 
celles  de  révolutiou. 

Donc  : 

Les  surfaces  réglées  sur  lesquelles  les  génératiices 
reciilignes  et  les  trajectoires  orthogonales  forment 
deux  systèmes  de  lignes  isothermes  sont  caractérisées 
par  la  propriété  d'être  applicables  sur  des  sw faces  de 
révolution. 

Si  l'on  rappelle  que  les  surfaces  i-églées  qu'on  vieut 
du  trouver  sont  aussi  applicables  sur  l'bélicoïde  gauchu 
à  plan  directeur,  on  a  : 

Les  surfaces  réglées  sur  lesr/uelles  une  trajectoire 
isogonale  des  génératrices  reciilignes  est  représentée 
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ftar  une  éi/uation  linéaire,  sont  applicables  sur  l'héli- 
coïde  gauche  à  plan  directeur. 

5.  Si  l'on  a  égard  à  la  figure  du  n"  1,  on  déduit  du 
triangle  infinitésimal  AI5M 


L'angle  dt  de  contingence  géodésiquc  d'une  loxo- 
dromie  placée  sur  une  surface  de  révolution  est  donné 
par  la  formule  (voir  P.  SEonET,  Lignes  à  double  cour- 
bure ) 

.  ^  ..  ■  —  ■ 

el  puisque 

_u„i  fJÎL. 


^<ly. 


*  _  rfR  _  tangt  — O'ij) 

H    -  Hy) 

et  enfin 

Si  donc  ^g  est  !e  rayon  de  courbure  géodésique  de  la 
loxodromie,  on  aura 


^«■~  d^  ~  [tangt- 

Si  l'on  pose  la  condition 

p,=  const, 
1  vient 


Ann.  dt  Xathémat.,  3'  série,  l.  Vil.  (Novembre  i88S,)      3a 
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d'où  par  inlûgi'alioii 

asinilog[osin(tangt  — 6(_j')l  =  <isinilogA— ^ 

et  couséquemmeiit 

a  sint  tangt —  b(j')  =  be   «'i"', 

Oii  en  déduit 

0(/)=  asinttangi  — fce   "*'"'. 

On  a  donc  co  lliéoi'ème  : 

Les  toxodroniics  dont  le  rayon  de  courbure  géodé- 
sûjue  est  une  constante  a  sont  placées  sur  une  surface 
de  révolution  dont  la  ligne  inéridienne  est  représentée 
en  fonction  de  l'arc  s  par  les  équations 

\  =  k\ai\ailaa^i-^be  Je  •^   «.iDii.ngi+i«--^.7n<^ 

A"  et  b  étant  deux  constantes  arbitraires  et  i  l'angle 
sous  lequel  la  loxodromie  coupe  les  lignes  méridiennes. 

6.  Nous  allons  déterminer  en  cooi-données  ^.j-  l'é- 
quation d'une  ligne  géodésîquc  d'une  surface  de  révolu- 
lion. 

L'équalion 

que  nous  avons  donnée  au  n"  1  pour  une  loxodromie 
d'une  surface  de  révolution,  est  aussi  applicable  à  toute 
ligue  plaeée  sur  une  telle  surface,  pourvu  que  l'on 
rcj^arde  t  comme  une  fonction  de  j-.  Cela  posé,  soit  L 
une  ligne  géodésique  d'une   surface  de  i-évolution;  le 
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llléorèmedc  CUîraull  nous  donne 


k  étant  une  constante. 
De  cette  égalité  on  déduit 


et  conséquemment  l'équation  diffère Dtielle  de  la  ligne 
géodésique  peut  s'érrïre 

La  surface  de  révolution  étant  donnée,  R  est  une 
fonction  connue  de_^;  (5)  est  une  équation  diÛ'érentiel le 
linéaire,  et  par  le  calcul  habituel  ou  trouve 


a  +  k 


f    ^y     y 


a  étautune  constante.  Telle  est  l'équation  d'une  ligne 
géodésique  d'une  surface  de  révoluuon,  en  coordon- 
nées X,  y. 

jippUcalion.  —  Pour  donner  une  application  de  la 
formule  que  nous  venons  de  trouver,  nous  allons  clier- 
cfaer  les  surfaces  de  révolution  sur  lesquelles  une  ligne 
géodésique  est  représentée,  en  coordonnées  x,  y,  par 
une  équation  linéaire 


On  doit  avoir 

: 'est-à-dire 

a  +  k  \    —    •  =  ^ 

J    R/H'— A'  i 
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il'où  par  dérivation 


Cettt:  égalité  donne 


.  ^mR-jmj'-i 


d'où 

iog{m^-+-rt)=loga-i-m    1    - 
Si  l'on  posv 

v/R»—  *'  =  R  —  /, 
t  étant  une  nouvelle  variable,  on  a 


R(mi/R>- 


/ 


R(/ih/R>-A>-A) 

J  ((A>-i-l'>(m(«  +  aAï  — m*«> 

,  p,  A,  U,  C,  D,  E  étant  données  par  les  égalités 


"=s( 

-/TT' 

^),    P-^(. 

+  1^ 

A  = 

-"■, 

B  = 

■»/«• 

i^m»' 

C  = 

■./■»»» 

i  +  m»' 

D  = 

afm«-A) 

E  = 

On  a  donc 

my-^n  = 

<ïïA(*«+/>)i(/  +  3)ll((  + 

P)« 
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d'où,  en  observant  que 

(  =  R  — /Rï^Tïi,         (»+Aï=aR(R— y/R»— it»), 

jM^-H/i  =  a(R— /RÎ^rïi)*(îR)i" 

x(R  — /«•  —  *■  )'(R-*/R«-Jt«+ a)" 

c  /ii_/i»rT<\ 

X  { R -/RnrÂî+ p)  V"'"^-^;— j. 

Si  Ton  introduit  les  valeurs  de  a,  ^,  A,  B,  C,  D,  E, 
l'égalité  ci-dessus  devient 

mj'-\-n  =  h  R^:^* [  R  —  ^/R*_)ti]"M^' 

X  [(mR-t-*)(R  — v/Rï— A*)— am*»]'-^"' 

A  étant  une  constante  quelconque. 
On  a  ainsi  ce  théorème  : 

Lorsque  la  ligne  géodésique  d'une  surface  de  révo- 
lution est  représentée  en  coordonnées  x-,y  par  l'équa- 
tion linéaire  x  =  my  -|-  n,  les  coordonnées  Ç,  Ç  d'un 
point  quelconque  de  la  ligne  méridienne  s'expriment 
en  fonction  de  l'arc  s  par  les  équations  suivantes 


-/^ 


/(  étant  une  constante  arbitraire  et  h  la  constante  qui 
caractérise  la  géodétiqite  dans  l'équation  de  Clai- 
rault. 


,,  Google 


(    502    ) 

Si  l'on  suppose  m  =:  o,  on  a 


'/«-7 


De  cette  équation,  par  des  opérations  analogues  aux 
précédentes,  on  déduit 

A-î^  =  /Rî=*i  +  *.ro.in(i). 

Par  conséquent  : 

Lorsque  la  ligne  géodésitfue  d'une  iurface  de  révo- 
lution est  représentée  en  coordonnées  x,  y  par  V équa- 
tion x  =  n^n  étant  une  constante,  les  coordonnées  Ç,  Ç 
d'un  point  quelconque  de  la  ligne  méridienne  s'expri- 
ment en  Jonction  de  l'arc  s  par  les  équations  suivantes 

A  étant  une  constante  quelconque  et  k  la  constante  qui 
caractérise  la  géodésique  dans  l'équation  de  Clai- 
rault. 


«URSTION  PftOPOSBii. 

ISSd.  Si^,  q,  s  désignent  respectivement  les  droites  qui  joi- 
gnent les  milieux  «les  côtés  opposés  et  des  diagonales  d'un 
quadrilatère,  a  l'angle  de  q  avec  s,  ^  l'angle  de  s  avec  p,  f 
l'angle  de  p  avec  g,  pour  que  le  quadrilatère  soit  inscriptible 
au  cercle,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

/.'  qt  ji  ■ 

Quelle  est  la  signification  géométrique  de  cette  formule? 
(F.  Fauok.) 
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NOTIOAIS  SUR  LA  THÉOR»  DB  L'ÉUSTICITÉ; 

Pau  m.  sarrau, 
Membre  "de    l'Institut. 


L'exposé  qui  suit  csl  la  reproduction  de  Leçons  pro- 
fessées à  i'EeoIe  Polytechnique.  La  théorie  de  l'élasticité 
a  été  récemment  introduite  dans  les  programmes  de  cette 
Ecole  et  le  nombre  des  leçons  qui  lui  sont  consacrées 
est  nécessairement  fort  restreint.  On  a  pensé  qu'il  ne  se- 
rait pas  sans  intérêt  pour  l'enseignement  de  publier  un 
résumé  qui,  en  raison  de  sa  brièveté  même,  offre  l'avan- 
tage de  ne  préseuier  que  les  parties  strictement  essen- 
tielles d'uue  théorie  dont  les  éléments  sont  épars  dans 
un  grand  nombre  de  Traités  et  de  Mémoires  originaux. 

I.    —  Théorie  des  tensions  iMTÉniEunES. 

1 .  Définition.  —  Soit  un  système  de  points  matériels, 
înGninient  rapprochés,  dans  lequel  on  suppose  des  forces  , 
intérieures.  Imaginons,  dans  ce  système,  un  élément 
plan  dont  l'aire  soit  w;  le  plan  P  de  cet  élément,  indé- 
finiment prolongé,  partage  le  système  en  deux  parties 
A  et  B,  Considérons,  parmi  les  actions  exercées  par  A 
sur  B,  CL-lles  dont  la  direction  traverse  <d  et  supposons 
que  l'on  opère  leur  réduction  comme  si  B  était  un  solide 
invariable.  On  admet  que  le  système  de  ces  forces  est 
réductible  à  leur  résultante  appliquée  au  centre  de  gra- 
vité M  de  l'élément  plan  (  '  ),  et  celle  résultante  R  est  ce 


(<  )  Ua  fait,  le  système  des  forces  considérées  est  réductible  i 
résultante  H  appliquée  au  centre  de  gravité  de  l'élément  plan  < 
un  couple  dont  l'ordre  inlinilésimal  est  supérieur  de  deux  nniti 
celui  de  la  résulUnle;  on  ne  tient  pas  compte  de  ce  couple. 
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(|iii;  l'on  appcll*^  la  tension  élèmttniaire  sur   celle  des 
taces  de  l'élément  plan  qui  est  coniiguë  à  A. 

La  résultante  R  est  généralement  oblique  âréléincnt. 
Si  elle  est  normale  à  cet  élément  et  dirigée  vers  A,  elle 
représente  une  traction;  si,  encore  normale  à  cet  élé- 
ment, elle  est  dirigée  vers  B,  elle  représente  une  pression  ; 
si  elle  est  comprise  dans  le  plan  de  l'élément,  on  l'ap- 
pelle tun  gentil:! le. 

2.  La  luasion  élémentaire,  sur  celle  des  faces  de  l'élé- 
ment qui  est  contigué  à  B,  s'obtiendrait  de  même  en 
composant  celles  des  actions  exercées  par  B  sur  A  dont 
la  direction  traverse  u.  En  verlu.du  principe  de  l'acIJon 
et  de  la  réaction,  cette  nouvelle  résultante  est  égale  et 
opposée  à  la  précédente,  de  sorte  que  les  tensions  élé- 
mentaires sur  les  deux  faces  d'un  élément  plan  quel- 
conque sont  égales  et  opposées. 

3.  Il  résulte  immédiatement  de  la  définition  précé- 
dente que,  si  l'on  considère  dans  le  système  un  volume 
V  limité  par  une  surface  quelconque,  le  système  des 
actions  exercées  par  les  points  extérieurs  à  V  sur  les 
points  intérieurs  est  équivalent  au  système  des  tensions 
élémentaires  exercées  sur  les  faces  extérieures  de  tous 
les  éléments  de  la  surface  limite. 

A.  Divisons  la  résultante  R  par  l'aire  u;  on  admet 
que  le  quotient  tend  vers  une  limite  finie  quand  <o  tend 
vers  zéro,  et  cette  limiteE  est  ce  que  l'on  appelle  \AtensioH 
par  unité  de  surface,  ou  simplement,  la  tension  au  [>oint 
M  sur  le  plan  P.  En  considérant  u  comme  infiuiment 
petit,  on  peut  poser  R  ^  Eu,  de  sorte  que  la  tension 
élémentaire  s'obtient  en  muliipliant  la  tension  par  l'aire 
de  réicment. 

f>.  La  tension  E,  sur  des  plans  P  parallèles,  menés 
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par  tous  les  points  d'un  système,  varie  d'un  point  à  un 
autre  en  intensité  et  en  direction  ;  de  plus,  en  un  même 
]K)int  M,  elle  varie  avec  l'orientation  du  plan  P;  cnGu, 
s'il  y  a  mouvement  intérieur,  pour  un  point  et  une 
orientation  déterminés,  la  tension  varie  avec  le  temps. 
Si  donc  on  désigne  par 

X,  y^  z  les  coordonnées  du  point  M  ; 

<x,  p,  Y  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  plan  P 

dirigée  vers  la  région  contiguë  à  celle  des  faces  de  ce 

plan  à  laquelle  se  rapporte  la  tension  ; 
X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  tension; 

les  quantités  X,  Y,  Zsont,  en  général,  des  fonctions  <les 
variables  {x,y,  z;  a,  p,  -[■;  ')  qui,  si  elles  étaient  détei^ 
minées,  feraient  connaître  à  chaque  instant  la  direction 
et  l'intensité  de  la  tension  élémentaire  sur  un  élément 
quelconque. 

Nous  allons  établir  que  la  détermination  de  ces  trois 
fonctions  revient  à  celle  de  six  nouvelles  fonctions  de 
quatre  variables  seulement  (x,  y^  z,  t)  et  que,  de  plus, 
CCS  nouvelles  fonctions  sont  liées  entre  elles  par  trois 
équations  aux  dérivées  partielles,  linéaires  dn  premier 
ordre. 

Ces  diverses  relations  résultent  de  la  nécessité  qu'une 
portion  quelconque  du  système  soit  en  équilibre  sous 
l'action  des  tensions  élémentaires  exercées  sur  sa  sur- 
face et  des  forces  qui  sollicitent  sa  masse. 

6.  Afin  d'exprimer  les  conditions  de  cet  équilibre, 
MOUS  considérons  un  point  quelconque  M  dn  système  et 
un  élément  de  volume  ra  dont  ce  point  fasse  partie.  La 
densité  en  M  étant  p,  nous  désignerons  par  ptnXo, 
proYo,  pciZo  les  composantes,  suivant  les  axes  coordon- 
nés, de  la  résultante  des   forces  extérieures  qui  solli- 
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vkciit  la  masse  de  l'<^Iément  ra.  Si  le  système  est  eu 
mouvement,  les  composantes  X^,  Y,,  Zg  doivent  com- 
prendre, d'après  le  principe  ded'Alcmbert,  les  forces 
d'inertie  dont  les  valeurs  sont,  pour  l'unité  de  masse, 

dt^  '  dfl  '  di*  ' 
Aous  désignerons,  en  outre,  par  les  indices  i,  a,  3 
les  valeurs  que  prennent  les  composantes  X,  Y,  Z  de  la 
tension  lors(]uc  la  direction  de  la  normale  au  plan  sur 
lc-<]uel  elle  s'exerce  se  confond  successivement  avec  les 
directions  positives  des  axes  OX,  OY,  OZ.  Les  neuf 
<]uantilés 


Xî, 


Zi. 


sont, 'ainsi  que  Xo,  Yg,  Zy  et  p,  des  fonctions  de  quatre 
variables,  qui  sont  le  temps  t  et  les  coordonnées  œ,  y,  z 
du  point  M. 

7.  Équilibre  du  parallélépipède   élémentaire.    — 

Cela  posé,  imaginons  que  l'élément  es  soit  un  parailélé- 

Fie.  .. 


pi|.)édedontli!S  arêtes  a,  6,  c  soient  parallèles  ans  axis 
et  dont  le  point  M  soil  le  centre. 
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On  sait  que  les  forces  extcricurcs  qui  agissent  sur  cet 
(•lûmem  satisfont  aux  six  conditions  d'équilibre  d'un  so- 
lide invariable,  suivant  lesquelles  : 

1°  I.a  somme  des  projections  des  forces  sur  trois  axes 
est  nulle  pour  chaque  axe  ; 

a"  La  somme  des  moments  des  forces  par  rapport  à 
trois  axes  est  nulle  pour  cliaque  axe. 

Le  système  de  eus  forces  «st  équivalent  aux  tensions 
élémentaires  agissant  aux  centres  des  six  faces  dont  les 
aires  sont  bc,  ca,  ab,  et  aux  forces  praXo)  p^Vo,  pniZa 
appliquées  au  point  M. 

Evaluons  d'abord  la  somme  des  composantes  de  toutes 
les  forces  suivant  l'axe  des  x;  les  faces  A  et  A'  donnent 
à  cette  somme  les  deux  termes 

dont  l'ensemble  se  réduit  à  w  — ^'  • 

Le  groupe  des  faces  B,  B'  et  celui  des  faces  C,  (.'.'  don- 
nenl  de  même,  respectivement,  "i-t—  et  <"  "j~î  ennn, 
les  forces  qui  agissent  sur  la  masse  ajoutent  un  dernier 
terme  proX».  En  égalant  à  zéro  la  somme  de  ces  forces 
et  en  divisant  par  ra,  on  a  la  première  des  équations  sui- 
vantes ;  les  deux  autres  résultent  d'une  sommation  sem- 
blable des  composantes  parallèles  à  OY,  puis  des  com- 
posantes parallèles  ù  OZ  : 


+ 

rfX. 

"^   ds 

+ 

pX. 

-*■ 

+ 

pv. 

-f 

dZ, 

+  [ 

>z. 
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8.  Ecrivons  maîntciiaut  l'équatioii  dus  moments  par 
rapport  à  un  ax«  parallèle  à  OX  passant  par  le  point  M. 
-  La  résnltantc  des  forces  proXo,  pnjYj,  pc^Zg,  éUnt  appli- 
quée au  point  M,  donne  un  moment  ^ml.  Les  compo- 
santes des  tensions  élémentaires  rencontrent  l'axe  ou  lui 
sont  parallèles,  à  l'exception  des  deux  composantes,  pa- 
rallèles à  OZ,  appliquées  en  G,  B'  et  des  deux  compo- 


/ 


saules,  parallèles  à  OY,  appliquées  eu  C,  C.  Les  deux 
prejniëres  sont  dirigées  eu  sens  contraires  et  leurs  valeurs 
ne  diflèreot  de  la  composante  caZ^  relative  au  point  M 
que  de  quautÎLés  inQnîment  petites  par  rapport  à  elles- 
mêmes;  elles  forment  un  couple  dont  le  bras  «le  levier 
est  égal  à  b  lit  dont  le  moment  est 


Du  même,  les  forces  appliquées  en  C,  G  constituent  un 
autre  couple  dont  le  moment  est  —  oY,.  L'équation  des 
moments  est,  par  conséquent,  ro(Zj  —  Yj)  =  o;  d'où 
Z,=  Y3. 

On  a  deux  équations  analogues  en  rapportant  les  mo- 
ments à  des  axes  parallèles  à  OY  et  OZ  passant  par  lu 
[x>int  M,  ce  qui  donne  le  système 

(a)  Z1-I3,        X,=  Z|.         Y,  =  Xj; 
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les  équations  expriment  que,  des  ueuf  composantes,  six 
sont  égales  deux  à  deux.  Afin  de  préciser  les  composantes 
égales,  désignons  les  neuf  composantes  par  la  lettre  E 
alfectée  de  deux  des  indices  x^y,  z\  le  premier  indi- 
quant l'axe  perpendiculaire  au  plan  sur  lequel  s'exerce 
la  tension,  le  second  l'axe  parallèle  à  la  composante.  On 
a  ainsi 

/  X,  =  E^,,,        Y,  =  E^,j.,        Z,  =  E,,:, 

(3)  ]  X,=  Ey.„        Y,=  E^.j.,        Z,  =  Ej.:, 

(     X,  =   E:,;t>  Y,   =    E;,y,  Zj  =    E;,J, 

et  les  relations  (2)  deviennent 

(4)  Ey,î=Eî,y,  E;^=E,„  Ej.j.=  Ey,i. 

Elles  expriment  que,  si  l'on  intervertit  les  deux  iudices, 
la  cooiposaitte  conserve  la  même  valeur. 

9.  Introït  action  des  N,  T.  —  Nous  poserons  désor- 

E,..t  =  N„        Ey^=N,,         Ei,:  =  N3, 

Ey,i=    T,,  E;,,=   T„  Ej.,j.=    Tj. 

D'après  cette  notation,  les  M  donnent  les  composantes 
normales  de  la  tension  pour  les  trois  plans  perpendicu- 
laires aux  axes  et  les  T  donnent  les  composantes  langen- 
tîelles  qui  sont  égales  deux  à  deux.  Le  système  des  neuf 
composantes  est  alors  représenté  par  le  tableau  suivant 

Ni,    T,,    T,, 

Ta,     N„     T,. 

T„    T„     N„ 


et 

les  équations  (i)  peuvent 

s'écrire 

dT, 

'^  dy    ^ 

dJ, 
dz 

-( 

)X„ 

=  0, 

(5; 

J  dTt 
1  "^" 

+    dy   ^ 

rfT, 

-t-f 

>Y, 

=  0. 

£-■ 

rfT, 

"*"   dy  "^ 

+  f 

)Zo 

=  0. 
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10.  Étfuilibre  du  tétraèdre  élémentaire.  —  Supjio- 

soDS,  en  second  lieu,  que  l'elémcm  de  volume  m,  dont 

le  point  M  fait  partie,  soit  un  tétraèdre  dont  les  arêtes 

AB,  AC,  AB  sont  parallèles  aux  axes.  Désignons  ytar  a, 

Fig.  3. 


^,  Y  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  exlérîeurc  à  la 
face  13CD,  par  u  l'aire  de  cette  face,  par  u,,  u,,  m,  les 
aires  des  trois  faces  triangulaires  respective  m  eut  per- 
pendiculaires ù  OX,  OY,  OZ. 

D'après   un  tliéorèiue  sur  la   projection  des  aires. 


(C) 


(flj  =  710. 


Cela  posé,  les  tensions  élémeutaires  sur  les  quatre 
faces  du  tétraèdre  cl  les  forces  qui  solticitenl  sa  masse 
se  faisant  équilibre,  les  sommes  des  projections  de  ces 
forces  sur  chaque  axe  doivent  être  nulles. 

En  projetant  les  forces  sur  l'axe  des  x,  les  faces  u, 
M,,  uj,  (Oj  donnent  respectivement  les  termes  uX, 
—  wiiNi,  — WîTs,  — WjT,;  les  forces  qui  agissent  sur 
la  masse  donnent  le  terme  praXi),  ra  étant  le  volume  du 
tétraèdre  qui  est  un  inûniuicnt  petit  du  troisième  ordre 
négligeable  par  rapport  aux  autres  qui  sont  du  second. 
En  égalant  à  zéro  la  somme  de  tous'  ces  termes  et  en 
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ajaiit  égard  aux  vqualtonii  (6),  Oii  a  la  preiniùcc  des 
équations  suivantes 

IX=N,a  +  TaP-HT,f, 
Z  =  T,a-^T,^-4-N,Y, 

les  deux  autres  équations  résultant  d'une  sommation 
semblable  des  composantes  parallèles  à  OY,  puis  paral- 
lèles à  OZ. 

Les  équations  (7)  montrent  comment  X,  Y,  Zdépcn- 
dent  de  a,  ^,  y,  il  résulte  de  ces  équations  que  la  déter- 
mination de  X,  Y,  Z  se  réduit  à  celle  des  six  fonctions 
N,T,  lesquelles  sont  à  quatre  variables  x,  y,  z,  t  et  doi- 
vent vériHer  les  trois  équations  (5),  qui  sout  aux  déri- 
vées partielles  linéaires  du  premier  ordre. 

1 1 .  Composanle  de  la  tension  suivant  une  direction 
quelconque.  —  SoilMN(iz,  ^,  y)  la  normale  à  un  plan 
P  passant  par  te  point  M;  projetons  la  tension  corres- 
pondante sur  une  direction  quelconque  MS(a',  ^'j  y'). 
Désignons  celte  projection  par  E,,^,,  le  premier  îndîee  se 
rapportant  à  la  normale  au  plau  et  te  second  à  la  direc- 
tion suivant  laquelle  on  estime  la  tension.  On  a 

E^,=  X<,'-hYP'-hZy', 

et,  en  remplaçant  X,Y,  Z  par  leurs  valeurs  (7),  on 
obtient 


(8) 


+  T,(Y«'-i-«-r')-i-T,{a?'+pa'). 


Cette  expression  ne  changeant  pas  quand  on  permute 
les  deux  systèmes  de  variables  (a,  j3,y),  (a',  ^',  "/), 
on  a 
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ce  qui  déinunti'C  un  théurèmt;  général  dont  la  récipro- 
cité des  composantes  langentieiles  (n''8)  iiVst  qu'un 
cas  particulier. 

i2;  Surface  directrice.  —  En  particulier,  la  compo- 
sante de  la  tension,  normale  au  plan  sur  lequel  elle 
s'exerce,  s'obtient  en  confondant  la  direction  MS  avec 
la  direction  MN.  En  désignant  celte  composante  par  N, 
la  formule  (8)  donne 

(9)     N  =  N,a>-i-N,p»-(-N,Y«  +  »T,PT  +  iT,Ya  +  2T,ap, 
et  cette  composante  sera  une  traction  ou  une  pression 
suivant  que  sa  valeur  sera  positive  ou  négative. 

Supposons  maintenant  qu'à  partir  du  point  M  on 
porte,  sur  la  normale  au  plan,  une  longueur  MN  dont 
le  carré  représente  la  valeur  absolue  de  ^  et,  le  point  M 
étant  pris  comme  origine,  désignons  par  x,y,  z  les 
coordonnées  du  point  N.  On  aura 

<■*•>  »  "  ?  "v"7+=n' 

en  prenant  le  signe  +  ou  —  suivant  que  N  est  positif 
ou  négatif.  En  portant  dans  l'équatiou  (g)  les  valeurs 
a,  p,  Y  tirées  des  équations  (10),  il  vient 
(,,)  N,3:»+N,j'+N,^»+aT,/a  +  aT.«:  +  aT,3y  =  ±:i. 
de  sorte  que  te  lieu  du  point  jV  est  une  surface  du  second 
degré  ;  celte  surface  est  dite  directrice. 

Lorsque  la  valeur  de  N  conserve  le  même  signe, 
quelle  que  soit  la  direction  (a,  p,  y)i  «^^^'^  surface  est 
un  ellipsoïde^  mais,  si  cette  valeur  change  de  signe, 
l'ellipsoïde  est  remplacé  par  le  système  de  deux  hyper- 
boloïdes,  dont  l'un  correspond  au  signe  +,  l'autre  au 
signe  — .  Ces  deux  hyperboloïdes,  dont  l'un  est  à  une 
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nappe  et  l'autre  à  deux  iiappcs,  sont  conjugués,  c'est- 
à-dire  qu'ils  out  le  même  centre  avec  les  mèiues  axes  ut 
iiu  même  cône  asjmptott'. 

La  composante  N  est  nulle  pour  les  plans  qui  sont 
perpeadîculairos  aux  géuiiraiiices  du  cône  asymptote  et 
l'on  a,  sur  ces  plans,  des  tensions  Uiigeutielles. 

13,  Tensions  principales.  —  Si  l'ou  prend  pour  axes 
coordonnés  les  axes  priucipaux  de  la  surface  directrice, 
les  rectangles  disparaissent  de  son  équation,  de  sorte 
que  l'on  doit  avoir T)  ^  o,  Ts  =  o,  Tj  =  05  les  compo- 
santes tangentîclles  sont  donc  nulles  sur  des  plans 
jierpeudi  cul  aires  aux  nouveaux  axes,  et  les  tensions  sur 
ces  plans  se  réduisent  à  leurs  composantes  normales. 
Donc,  en  tout  point  du  systhme,  il  y  a  trois  plans  sur 
lestjuels  les  tensions  sont  rionnales , 

Les  trois  tensions,  normales  aux  plans  sur  lesquels 
elles  s'exercent,  sont  dites  principales. 

14.  Ellipsoïdes  des  tensions.  —  On  obtient  une 
autre  surface  du  second  degré,  qui  est  toujours  un  ellip- 
soïde, en  portant,  à  partir  du  point  M,  sur  la  direction 
même  de  la  tension,  une  longueur  ME  égale  à  sa  gran- 
deur. 

Eu  efTet,  les  coordonnées  du  point  E  sont  alors  tus 
composantes  X,  Y,  Z  de  la  teusion  et  l'on  déduit  des 
relations  (7),  pour  a,  p,y,  des  valeurs  linéaires  en  X, 
Y,  Z.  En  portant  ces  valeurs  dans  l'étjuatioH 

on  a  l'équatioa  d'un  ellipsoïde. 

Les  directions  des  axes  do  cet  ellipsoïde  se  confondent 
avec  celles  des  tensions  principales^  car,  en  prenant 
celles-ci  pour  axes  coordonnés,  on  a 

T,  =  o,        Tj  =  o,        T,  =  0, 
Ann.  de  Matkémat.,  î*  série,  t.  VIL  (  Novembre  i883.)        33 
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et,  des  équations  (7)  réduites  aux  suivantes 

on  tire  l'équatiou 

qui  est  odie  d'un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes, 

15.  formules  de  transformation  des  tensions.  — 
Supposons  que  l'on  change  la  direction  des  axes  coor- 
donnés; soient 

X  =  a,x'  ■+■  aiy'  ■+■  a,  z', 

les  formules  de  transformation,  dans  lesquelles  les  leitrei 
a,  3,  Y  atTeciées  des  indices  i ,  2,  3  représentent,  suiianL 
la  règle  connue,  les  cosinus  des  angles  que  les  nou- 
veaux axes  font  avec  les  anciens. 

Kous  avons  désigné  par{N,T)  les  composautes  d« 
tensions  exercées,  au  point  M,  sur  des  plans  perpendi- 
culaires aux  anciens  axes  ;  appelons  de  même 

^'„    Ti,     T'j, 

Ti,  n;,  r,, 
T'„  T\,  n; 

les  composantes,  suivant  les  nouveaux  axes,  des  tAisions 
exercées,  au  même  point  M,  sur  des  plans  perpendicu- 
laires aux  a/,  y,  z'. 

Les  {N',  T)  sont  les  cocflîcients  de  l'équation  de  la 
surface  directrice  rapportée  à  des  parallèles  aux  nou- 
veaux axes,  menées  par  le  point  M,  et  il  suffit  de  porter 
les  valeurs  précédentes  de  x,  j,  z  dans  l'équation  (1 1)1 
pour  obtenir  les  expressions  suivantes  qui  donnent  les 


,,GoogIc 


(Il) 


(  5.5  ) 
(i\',  T')  en  fonction  des  (N,  T), 

I   N;=N,aî-i-N,?î-i-N,TÎ-i-aTiP,f, 
-HaT,Yii,-H2Tsai3,; 

+  T,(Y,»,+  »,-f.)+T,(a,3,+  ?,a,). 


II.  —  Déplacement  général  d'un  système  de  points. 

16-  Formules  fondn mentales.  —  Consiilérons  un 
système  de  points  inGnimcnt  rapprochés  rapjiorlc  à  trois 
axes  rectangulaires.  Concevons  ce  système  déplacé  de 
telle  manière  c[ue  les  projections  »,  v,  ic  du  déplacement 
d'un  point  quelconque  M  soient  des  fonctions  continues 
des  coordonnées  primitives  x,  j-,  z  de  ce  point. 

Pour  un  point  N{j:  4- A, /  + A,  s -t- /),  iiiiînimeut 
voisin  de  M,  les  projections  du  déplacement  sont 


Imaginons,  par  le  point  M,  des  aKcs  parallèles  à  OX, 
OY,  OZ;  par  rapport  à  ces  axes,  les  coordonnées  de  N 
sont  /(,  k,  t  avant  le  déplacement  ;  après  le  déplacement, 
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ces  coordonnées  dcvicDQeni 


c'est-à-dire,  d'après  les  formules  {i  3), 

, ,      /         du\  ,        du  ,        du  , 

(^=£*-^*-(-£)'- 

Ces  expressions  sont  linéaires  en  /(,  h,  l\  par  suite, 
les  points  N  situés,  dans  le  voisinage  de  M,  sur  une 
surface  F{A,  h,  /)=  o,  seront  après  le  déplacement  sur 
une  surface  du  même  degré.  Ainsi,  les  points  d'une 
sphère  viendront  sur  un  ellipsoïde  ;  les  points  d'un  plan 
sur  un  plan;  de  même,  les  points  qui  étaient  sur  une 
droite  restent  sur  une  droite. 

17.  Dans  ce  qui  suit,  nous  considérerons  exclusive- 
ment des  déplacements  tels  que  les  dilTéreiices  h' — h, 
V  —  h,  l' — /  soient  très  petites  par  rap|)ori  à  A,  A,  /. 
Dans  cette  hypothèse,  les  neuf  dérivées  partielles  qui 
entrent  dans  les  formules  (i3)  et  (lô)  ont  des  valeurs 
très  petites  que  nous  traiterons  comme  des  iiiGuiment 
petits.  Nous  désignerons  par  S  la  variation  très  petite 
qu'éprouve  une  quantité  quelconque  par  suite  du  dé- 
placement et  nous  traiterons  les  S  comme  des  diÛcren- 
tielles. 

18.  Décomposition  du  {déplacement.  — Lesformulcs 
(i3)  montrent  que  le  déplacement  d'un  clé.nent  cntou- 
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.                «,  _ 

di'        "'-rf^' 

\               dj'        di 

,          du  ^    dw 

f              dw       dv 

du        d« 

leaeKpressions.(i 

3)  peuvent  s'écrire 

(5'7) 
raitt  le  point  M  est  déterminé  par  tes  valeurs  que  pré- 
sentent en  ce  point  les  neuf  dérivées  partielles  de  u, 
V,  w  par  rapport  à  x,y,,  z. 

On  peut  substituer  à  ces  dérivées  neuf  nouveaux  coef- 
flcienis  dont  l'interprétation  géométrique  est  plus  com- 
mode ;  en  posant 

/  du  dv  dtv 


Iu'=u+pil  —pjk-^-Uih-^btk-i-bil, 
v'=v  -^psk—pil  -H  bih-hatk-t-bil, 
a'':=^v-^■  p^/i  — p^k-i-  b^k-i-  bfk  -i-  a^l. 

Ou  en  conclut  que  le  déplacement  (»',  v\  w')  du 
point  N  s'obtient  en  composant  : 
1°  Le  déplacement  (il,  v,  w)\ 
3°  Le  déplacement  dont  les  composantes  sont 

Ui  =  ptl—ptf:, 
fi=Pih~Pil, 
H't=p%i  —  pth; 

3"  Le  déplacement  dont  les  composantes  sont 

I«]  =  «I A  -^  byk  -\-bxl, 
f  1  =  63  A  -H  a,  A  -H  6i  /, 
ivi  =  &i  A  +  fc,  /:  -H  flj  /. 

Le  premier  de  ces  déplacements  composants  est  iden- 
tique au  déplacement  du  point  M. 

Le  deuxième  est  uncVolation,  aux  composantes  au - 
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gulaiies   (p,,  p^,  pt)  autour  d'un  axe  passant  par  k 
point  M. 

Le  troisième  peut  se  repi'ésentcr  comme  il  suit. 

19.  Soit  la  série  des  surfaces  ho mollté tiques  ajant 
Dour  équation 
(ao)    0|a:'+a,^H-o,a*+afi,XJî-i-aAjaJ^-l-î6iarf  =1. 

Supposons  le  centre  au  point  M  et  considérons  celle 
du  ces  surfaces  qui  passe  par  le  point  N,  ce  quidélei^ 
mine  X  par  la  condition 

(21)    aiA'  +  i»i*>-t-aji'-i-aft,Ai  +  «i,Wi  +  aiiAft  =  i. 

D'après  les  valeurs  (19),  le  plan  tangent  ■  cette  sur- 
face au  point  N  a  pour  équation 

(aa)  «jx-f-  Pij'-»-  wis  =  y. 

Par  suite, le  déplacemeut  (uj,  Cj,  Wj)  du  poiniNes' 
noinial  à  la  surface  qui  passe  par  ce  point.  Du  plus, ^' 
l'on  désigne  par  5  la  grandeur  de  ce  déplacement  fl 
parra  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  le 
plan  Laugeiit,  ou  a 


d'où  il  résulte  que  la   grandeur   du   déplacement  est 
donnée  par  la  formule  S  =  -  ■ 

20.  En  résumé,  on  peut  dire  que  le  déplacement  d  u" 
élément  environnant  le  point  M  se  compose  d'une  trans- 
lation, d'une  rotation  autour  d'un  axe  et  d'une  déforma- 
*tion. 

La  translation  est  déterminée  par  les  composantes  «1 
c,  11'  du  déplacement  du  point  M. 
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La  rnlatîoTi  est  déterminée  par  les  quantités  p\,pitp», 
que  nous  appellerons  rotations  élémentaires. 

La  déformation  est  déterminée  par  les  six  quantités 
a,,  di,  a,,  &,,  &i,  bi,  que  nous  appellerons  déforma- 
tions élémentaires. 

Les  rotations  et  déformations  élémentaires  sont  défi- 
nies parles  relations  (i6). 

11  est  à  remarquer  que,  d'après  ces  relations,  les  rota- 
tions disparaissent  lorsque  u,  v,  iv  sont  les  dérivées  par- 
tielles d'une  fonction  f{x,y,  z)  des  coordonnées. 

21.  Dilatation  linéaire.  —  On  appelle  dilatation 
linéaire  le  rapport  de  l'accroissement  d'une  longueur  à 
sa  valeur  primitive. 

Cherchons  la  variation  très  petite  de  la  distance  /■  du 
point  M  au  point  N  dont  les  coordonnées  relatives  sont 
A,  k,  l.  De  la  relation  r*  =  h'  -f-  A^  +  /*,  on  tire 

Les  relations  {i4)  et  (17)  donnent 

(Sk=ptl  — ptk-h  a,h  + bair-t-b^l, 
,_-,  ôA  =  p»k—ptl  -hbtk-hatk-hb,l, 

f  3/  =pik  — pth-\-  bik-t-b,/:  -h  aal, 

cl  l'on  a,  par  suite, 

(a4)    r  tr  =  a,h*-h aj/c^-h  ajl*-i-  ib,i:l-h  ib,lh-h  ^bthi. 

Désignons  par  a  la  dilatation  linéaire  et  par  n,  ^,  v 
les  cosinus  directeurs  de  M^ ;  on  a 


et  la  formule  (24)  devient 

{a5)      a  =  a,a>-i-a,?'+^jYïH-ai.,3f -(-î&,ïa-H2*ja^. 
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Celte  formule  donne  la  dilatation  linéaire  dans  la  direc- 
tion (a,  ^,  y).  La  dilatation  se  réduit  aux  valeurs  a,, 
«3,  II)  lorsque  la  direction  (a,   p,  y)  devient  successive- 
ment parallèle  aux  axes  OX,  OY,  OZ. 

22.  Dilatation  angulaire.  —  Soient  N,,  N,  deux 
points  infiniment  voisins  de  M;  désignous  par  les  lettres 
/-,  h,  h,  l,  aOectécs  des  indices  i  et  i,  les  distances  de 
ces  points  au  point  M  et  leurs  coordonnées  relatives.  En 
appelant  V  l'angle  N,  M  N,,  on  a 

ri r, ces  V  =  A,  A,  -i-  A,*,  -h  /,  f,; 

d'où,  par  dillércntiation, 

co5VS(r,r,)-/-ir,sinV.8V 

=  /i,5Ai  -I-  *,SAi  -H  ijS/,  +  A,3A,  +  *iU,+  /,8/,. 

Cette  formule  se  simpliQe  lorsque  l'angle  V  est  droit  et, 
en  ajant  égard  aux  formules  (17),  il  vient  alors 

-i'-ir,.3V=n,AiA,  +  ai*,jt,  +  o,/,/,  +  éi(Aif,+  ^*[,) 
-1- *,(/,  A,+ Al  ;,)  +  6,(A,jt,  +  *,  A,) 

ou,  en  posant  —  ^SV  ^i  et  en  introduisant  les  cosinus 
directeurs  de  MN,,  MJVs, 

^^"^  \  +6,(-n«i+«.ï.)  +  6.(<i,P,+  P,»0- 

Cette  formule  donne   la  moitié   de   la    diminution 

qu'éprouve,  par  la  déformation,  l'angle  primitivement 

droit  des  deux  directions  (a,,  p,,  y,),  (a,,  Pa,  fa). 
Cette  quantité  se  réduit  à  b,,  A,,  i,  lorsque  les  deux 

directions  dont  il  s'agit  sont  successivement  parallèles  à 

(OY,  OZ),  (OZ,  OX),  (OX,  OY). 

23.  Dilaiationi  et  glissernenls.  —  Ces  propositions 
définissent  la  signification  géométrique  des  six  défor- 
mations élémentaires. 
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Imaginons  un  paraltélépipède  élémentaire  dont  les 
arêtes  soient  parallèles  aux  axes  coordonnés;  le  dépla- 
cement général  du  système  transporte  ce  parallélépipède 
en  le  déformant.  Il  résulte  do  ce  qui  précède  que  les 
quantités  a,,  a^,  a,  représentent  les  dilatations  des  ajré- 
tes  et  que  les  quantités  3Â|,  aÂg,  nh^  représentent  les 
diminutions  des  angles,  primitivement  droiis,  compris 
entre  les  arêtes  prises  deux  à  deux. 

Ou  appelle  fréquemment  dilatationt  les  quantités  «i, 
*ij,  Oj  et  glissements,  ou  distorsions,  les  quantités  ai), 

S4.  Surface  des  dilatations.  —  Reprenons  la  formule 
(  aS)  qui  donne  la  dilatation  linéaire  dans  une  direction 
quelconque.  Si  l'on  porte,  à  partir  du  point  M,  dans  ta 
direction  {et,  p,  y),  une  longueur  MA  égale  à  la  valeur 
absolue  de  la  dilatation  a  et  si,  le  point  M  étant  pris 
comme  origine,  on  appelle  x,  j,  z  les  coordonnées  du 
point  Â,  on  a 

^  =  ^=- =      ' 
"        P       Y       /+^ 

le  signe  étaut  -f-  ou  — ,  suivant  que  a  est  positif  ou  né- 
gatif. Eu  éliiniuant  a.,  p,  y  entre  ces  équations  et  l'équa- 
tion (25),  il  vient 

(37)     a,!* -h  aiy^+  aj='  ■+■  aij/a  -t-  aôi^an-  ibiiy  =  ±1, 

de  sorte  que  le  lieu  du  point  A  est  une  surface  du  second 
degré.  Cette  surface  est  un  ellipsoïde  s'il  y  a,  en  tous 
sens,  ou  dilatation  ou  condensation  autour  du  point  M. 
S'il  y  a  dilalatîon  dans  certaines  directions  et  condensa- 
tion dans  d'autres,  l'ellipsoïde  est  remplacé  par  deux 
hyperboloïdes  conjugués. 

25.  Dilatuiions  principales.  —  Si  Ton  prend  pour 
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axes  coordonnés  les  axes  principaux  de  la  surface  des  di- 
latations, les  rectangles  disparaissent  de  son  é<]uation, 
de  sorte  que  l'on  a  A,  ^o,  ij^o,  ij=o.  Donc,  en 
tout  point  li'un  s^itème  qui  subit  une  déformation,  il 
existe  trois  tlireclions  i-ectangulaires  telles  que  les  an- 
gles de  ces  directions,  prises  deux  à  deux,  restent  droits 
après  la  déformation . 

Les  dilatations^  dans  ces  directions,  sont  dites  princi- 
pales. 

26.  Formules  de  transformation  des  déformations 
élémentaires.  —  Quand  on  oliange  la  direction  des  axes 
coordonnés,  les  déformations  élémentaires  ai,  a^,  a*, 
A(,  6ï,  ij  deviennent  fl', ,  a',,  a'j,  b\,  A,,,  A',,  Pour  avoif 
les  nouvelles  valeurs  en  fonction  des  anciennes,  il  suffit 
de  transformer  l'équalion  (37)  de  la  surface  des  dilata- 
tions par  la  substitution 

a;=:a[ja-'H-a,y-Ha,3', 

Les  coefficients  de  l'équation  transformée  donnent, 
pour  les  nouvelles  déformations  élémentaires,  des  ex- 
'  pressions  qui  ne  dillèrent  de  celles  que  l'on  a  obtenues, 
au  n"  15,  ^x>ur  les  (N',  T'),  que  par  la  substitution  de 
{«,  S)  i  {N,  T). 

Il  est  à  remarquer  que  les  formules  que  l'on  obtient 
ainsi  donnent  la  relation 

{28)  a\  -i-a',  -î-a',  =  a, -I- aj -!- a,, 

de  sorte  que  la  somme  des  dilatations  suivant  les  axes 
est  un  invariant. 

27.  Dilatation  cubique.  —  La  déformation  change  le 
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volume  d'un  élémciil  ouvironnant  li:  point  AI.  Le  rap- 
port de  l'accroisse  me  ut  de  ce  volume  à  sa  valeur  pimitive 
est  la  di/atation  cubique  au  point  M.  Tout  volunie  étant 
décoinposablu  en  tétraèdres,  il  suffîtd'évaluer  la  dilatation 
d'un  tétraèdre. 

Considérons  avec  le  point  M  trois  points  infiniment 
voisins  JV|,  Nî,  Nj,  Désignons  leurs  coordonnées  rela- 
tives par  les  lettres /i,  Â, /airectécs  des  indices  i,  a,  3. 
Le  volume  du  tétraèdre  dont  ces  qua,ire  points  sont  les 
sommets  est 

I    h,       ky       l,    I 

V  =  M  A,    /-,     /,    . 
j  Aj    k,    i,  I 

En  dé.iigiiaut  par  (/(',  f/,  l')  les  valeurs  de  (h,  /,,  i)  après 
la  déformation,  ce  volume  devient 


En  ayant  égard  aux  formules  (i5)  qui  expriment 
(A',  f,',  l')  en  fonction  de  {h,  fc,  l),  on  voit  immédiate- 
uienL,  par  la  règle  de  la  multiplication  des  déterminants, 
que  \'  est  le  produit  de  V  par  le  détermînatit 


du 


dx 


dy 

de_ 


a  donc  \"=  VA,  et  la  dilatation  eubîqnc  ( 
— .  est  donnée  par  la  formule 
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Cette  expression,  ne  dépendanl  pas  de  l'orientatioit  du 
tétraèdre,  s'éicnd  à  un  volume  quelconque;  elle  s'ap- 
plique à  des  déplacciueiils  quelconques  «,  c,  w,  sans  res- 
triction relative  à  l'ordre  de  grandeur  des  neuf  dérivées 
partielles. 

Quaud  CCS  dérivées   sont   très  petites,   l'expression 
trouvée  se  réduit  à  la  suivante  : 


(3o) 


28.  Cette  dernière  formule  peut  s'établir  comme  il 
suit  :  soit  un  élément  parallèle  pi  pédique,  ayant  un 
sommet  au  pojnt  M,  dont  les  arêtes  soient  dans  les  direc- 
tions des  dilatations  principales.  Désignons  par  a\,  aj, 
a',  ces  dilatations  principales. 

Par  la  déformation,  les  arêtes  sont  respectivement 
multipliées  par  i  -f-  n, ,  i  -t-  n'j,  i  +  a,  ;  de  plus  les  angles 
restent  droits.  Donc  le  volume  de  l'élément  est  multiplié 
par  (i  +n',  }(i  +-«i)(i  4- a',),  ou  pan  +a',  -f- n^ -}- a', , 
en  négligeant  les  (quantités  très  petites  d'un  ordre  supé- 
rieur au  premier.  Il  en  résulte  que  la  dilatation  cubique 

On  a  donc,  pour  un  système  d'axes  quelconques, 
d'après  la  relation  (a8), 

^  =  a,-t-  a,-t-  Oi, 
ce  qui  donne  la  formule  {3o). 

in.  —  Expressions  des  tensions  dans  vu  système 

ÉLASTIQUE    DÉFORMÉ. 

29.  Expressions  des  (N,  T)  en/onction  des  (a,  i). 
—  rfous  appellerons  état  naturel  d'un  système  matériel 
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celui  OÙ  il  n'existe  aucune  tension.  Si,   n   partir  de  cet 
état,  on  (iéforine  le  système  par  l'application  des  forces 


extérieures,  les  tensions  cessent  d'être  null 


;  par  s 


de  la  variation  des  forces  intérieures. 

L'Iiypothése  fondamentale  de  la  théorie  de  l'élasticité 
consiste  à  admettre  que  l'action  mutuelle  de  deux 
points  matériels  devient  insensible  dès  que  la  distance 
de  ces  points  dépasse  une  limite  très  petite. 

Par  suite  de  cette  hypothèse,  la  valeur  que  la  tension, 
sur  un  plan  quelconque,  en  un  point  quelconque  M, 
acquiert  après  le  déplacement  de  ce  point,  dépend  uni- 
<[uement  de  la  déformation  subie  par  la  portion  du  sys- 
tème comprise  dans  nu  volume  très  petit  autour  du  point 
que  l'on  considère.  Or  nous  avons  vu  que  la  déformation 
de  cet  élément  est  complètement  déterminée  par  les  va- 
leurs que  présentent  au  point  M,  par  suite  de  son  dé- 
placement, les  six  déformations  élémentaires (n,&);  doue 
les  (N,  T)  sont  des  fonctions  des  {a,  b). 

Supposons  que  ces  fonctions  puissent  ôlre  représentées 
par  la  série  de  Maclaurin  et  tu:  conservons,  h  cause  de 
la  petitesse  des  variables,  que  les  termes  du  premier 
ordre.  En  remarquant  en  outre  que,  dans  l'état  naturel, 
les  tensions  sont  nulles  avec  les  déformations,  on  est 
couduit  à  ce  résultat  :  lorsifii'un  système  élnslit/ue 
subit  une  petite  déformation  à  partir  de  son  état  nn- 
liu-ef,  les  six  composantes  (i\,  T)  sont  des  fonctions- 
linéaires  et  homogènes  des  six  déformations  élémen- 
taires (a,  b). 

30.  Les  cocllieicnts  de  ces  fonctions,  au  nombre  total 
de  36,  dépendent  de  la  constitution  du  système,  autour 
du  point  M,  avant  la  déformation.  Ils  peuvent  être,  si 
celte  constitution  est  variable  d'un  ijoiiit  à  un  autre,  des 
fonctions  des  coordonnées  .r,  r,  z  de  ce  point,  Ils  se  ré- 
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(luisent  à  des  constantes  si,  comme  nous  le  supposerons 
dans  ce  qui  suit,  le  système  est  homogène. 

Nous  écrirons  comme  il  suit  les  valeurs  «les  (N,  T)  ; 

.  i  N  =  <f(ai,  a,,  a,,  i>i,  (>,,  l>,), 

{  T  =  4-(<ï„a„a,,  6,,6i,  *,), 

en  nous  rappelant  (jue  les  caractéristiques  f  et  '},  que 
nous  afTccterons  successivement  dus  indices  i,  a,  3,  re- 
présentent des  fondions  linéaires  et  homogènes. 

Le  nombre  des  coefficients  se  réduit  beaucoup,  lorstjue 
le  système  possède,  dans  son  état  naturel,  certains  élé- 
ments de  symétrie. 

3i.  Principe  de  la  réduction.  —  Supposons  que  le 
système  présente,  dans  son  état  oatut-cl,  la  même  dispo- 
sition par  rapport  à  deux  systèmes  distincts  d'axes  coor- 
donnés (S)  Cl  (S').  Il  est  évident  que,  relativement  à 
(S'),  les  expressions  des  (iV,  T")  un  [n',  b')  doivent  être 
les  tnémes  que  celles  des  (N,  T)  en  (n,  i),  relativement 
A  (S). 

Pour  exprimer  les  conditions  que  cette  identité  de 
forme  des  fonctions  impose  aux  vailables  dont  elles  dé- 
pendent, on  opère  comme  il  suit  : 

i"  On  exprime  les  {N',  T')  en  fonction  des  (iV,  T)  par 
les  formules  de  transformation  du  n"  13. 
•    W  Dans  les  expressions  ainsi  obtenues,  on  substitue 
aux(N,  T)  leurs  valeurs  (3i)i 

5"  Ou  remplace  enfin  les  [a,  b)  par  leurs  valeurs  en 
fonction  des  (n',  b')  eu  se  servant  des  formules  de  trans- 
formation du  n"  26. 

Les  expressions  fournies  par  ces  trois  opérations  doi- 
vent se  confondre,  quand  on  supprime  les  aceeuts,  avec 
les  formules  (3i)  qui  donnent  les  (IN,  T)  en  fouclion 
des  (rt,  b). 
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Nous  allons  a]>pliquer  cette  nu-tliodo  h  quelques  cas 
particuliers. 

31.  Plan  de  sjmétrie.  —  Supposons  d'abord  que, 
dans  l'état  naturel,  le  système  soit  distribué  symétrique- 
ment, autour  d'un  ^oint  quelconque  M,  par  rapport  à 
un  plan  mené  par  ce  point  dans  une  orientation  déter- 
minée. Prenons  l'axe  des  x  perpendiculaire  à  ce  plan; 
puis,  conservant  les  axes  OY,  OZ,  remplaçons  l'axe  OX 
par  son  prolongement.  Les  relations  qui  lient  les  (N',  T') 
aux  (N,  T)  deviennent 

T',  =  Ti,        T',  =  —  Ti,        T,  =  —  Tj. 
On  a  de  même,  entre  les  (a,  h)  et  les  {a\  !/),  lus  re- 
lations 

ft,=  b\,         6,  =  — i;,         6,  =  — A^, 

Donc  les  relations  (3i)  doivent  rester  les  mêmes 
quand  on  y  change  à  la  fois  les  signes  de  Tg,  T,  ;&t,  £g. 
Il  faut,  en  conséquence,  que  les  coefficients  de  ij,  i, 
soient  nuls  dans  N,,  Nj,  Nj,  T,  et  que  les  coeiEcients  de 
11,  (I3,  n,,  bi  soient  nuls  dans  Tj,  Tj. 

On  a  ainsi  les  formules  suivantes,  qui  sont  à  vingt 
coefficients, 

/  N,=  î.,(o„  «„  a„  6,),        T,  =  t(,,(a„  a,,  aj,  A,). 
(3î)    j  N,  =  ?,(a„«„a„6,),        T,= +,(&„  6,), 
(  N,=  ((i,(a„a„a,,*,),        T,  = -j,j(A„  *,). 

32  Trois  plans  de  .tjmétrie.  —  S'il  y  a,  au  mùmc 
point  M,  un  second  plan  de  symétrie  perpendiculaire  à 
OY,  les  équations  {Sa)  doivent  rester  les  mêmes  quand 
on  y  change  à  la  fois  les  signes  de  T, ,  T,;  £,,  b^.  Cela 
montre  qu'il  y  a  alors  nécessairement  un  troisième  plan 
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(le  symétrie  porpcndleulaîre  »  07,,  vl  les  forntulcs  k 
réduisoDl  aux   suivantes,  ^ui   reiifcvmcnt  douze  coeffi- 
cients, 

(33)  j  N,=  o,(a,,n„Oj),   ,     T,  =  A,A,. 

(  N,  =  '3j(a,,a„(i3),         T,'=Aj6j, 

h,,  hf,  h,  désignant  des  constantes. 

On  voit  que  les  composantes  T|,  Tj,  Ti  s'annulent 
avec  b, ,  Aj,  i,  ;  il  en  résulte  que,  dans  ce  cas,  les  direc- 
tions des  tensions  principales  se  confondent  avec  celles 
des  dilatations  principales. 

32,  Jsotropie.  —  Pour  un  système  isotrope,  les  re- 
lations (3i)  doivent  se  transformer  en  elles-mêmes 
lorsqu'on  substitue  aux  axes  coordonnés  tout  autre  sys- 
tème d'axes  rcctaugulaires.  Pour  simplifier  le  calcul  des 
conditions  qui  en  résultent,  nous  attribuerons  d'abord 
aux  nouveaux  axes  certaines  directions  particulières,  en 
remarquant  de  plus  que  les  équations(33)  doivent  déjà 
comprendre,  en  particulier,  celles  qui  sont  relatives  à 
l'isotropie. 

33.  Supposons  d'abord  que  l'on  permute  oirculaire- 
meot  les  axes  OX,  OY,  OZ.  Ce  cliangemcnl  d'axes  pro- 
duit les  substitutions 

/Nt.   N„   Na,  T„  T,,  T,\        /a,,  a,,  «j,  6,.  6„   ÔA 
\^t,  N„  N„  T„  Ta,  tJ'     \at,  a„  «i,  *„  63.  by) 

et  les  équations  (3!))  doivent  alors  rester  les  mêmes. 

Il  en  résulte  d'abord  que  les  ti-ois  constantes  /*),  /i2- 
Aj  ont  «ne  même  valeur  A,  ensuite  que  ^j,  Nj  se  dé- 
duisent de  ]V  en  y  permutant  circulairement  les  varia- 
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h\a;  1 

.,.or,„,|„cl'o„n 

/  \, ■=,(«„  «,.»,), 

T,  =  A6„ 

(31) 

J  N,  =  o(fl.,fl„a.), 

T,=  fi6„ 

(  N,=  ç(«i,rt„a,). 

T,=  M.. 

33.  Su)>pnsons  maintenant  que,  uoiiservaiU  Vase  OX, 
ou  permute  les  axes  OY,  OZ,  ce  qui  change  a^,  a^  en 
«j,  Oj.  La  valeur  de  N,  devant  rester  la  miïinfî,  la  fonc- 
tion »  doit  être  symétrique  en  «j,  rtj  :  elle  est  donc  dft  (a 
forme 

Aa, -(-B(as-t-ii'i. 

ce  que  l'on  [leul  écrire 

B(0|-l-rt,-t-<ii)  +  (A  —  B|ai 


en  déstguaut  par  h  la  dilatation  cul>ique  et  par  ).,  ^  deux 
cousjtantvs;  Les  formules  (34)  dvvienuent  aiusi 

/  N,  =  ),ft-t-.^[i.a,.        T,^  kb,. 
(35)  J  N!=Xft-,-a|*n,.        T,=  Afr,, 

34.  Sup[)osoiis  enfui  que  l'on  fasse  un  cliaugemeut 
quelconque  d'axos  coordonnés;  on  doit  trouver  les 
mêmes  formes  (35)  et  les  mêmes  coeSicicnls  pour  les 
(W,  T*)  on  fonction  des  (n',  b');  par  exemple,  on  doit 

(Î6)  N'i  -Âa-!--/[ia',. 

Or,  en  désignant  par  a,,  ^i,  yi  les  cosinus  desaugles 
que  OX'  fait  avec  OX,  OY,  OZ,  on  a  (n"  15) 


<37) 


(.  de  Âfalhnnal..  ">■  «itÎp.  l.  VU.  (Vinomlirr   >SSH.)      'i!\ 
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Cl  l'on  a  aussi  {n"  20^ 

Cela  posé,  si  l'on  porte  les  valeurs  (  .^5)  dans  l'exprcs- 
sioii  (37),  on  trouve 

+  -»/<(6,3,-fi-t-''rfi'i-"6>»iPi). 
ou  bien,  d'après  la  relation  (38), 

N',  =  ).0  +  a;i«'i+a(A  — a:JinAi?iVt  +  fr,Yiai-i-Aia,?i). 

Donc,  pour  (jiie  eette  valt^iir  se  réduise  à  l'expression 
(36),  il  faut  que  l'on  ait  h — 3[:i  =  o.  Le  iralciil  des 
a»lres(N',  T'jeoiiduit  au  iiiùiiie  résulLal. 

lia,  Eo  résumé,  dans  li:  cas  di;s  systèmes  liotuosîèiii's 
el  isotropes,  ou  ohlicnt,  pour  les  (N,  T^,  les  valeurs 
suivantes  renfermant  deux  eoeflîcîents  constants  X,  jji, 


.\, -).H  +  a;jirti:  T,=  a|x(i,. 


La  méttiode  qui  j  conduit  à  ce  lésultat  repose  sur  les 
prineipos  employés  par  Lamé  dans  ses  Lcçorui  sur  la 
théorie  mathémutique  de  t'élasticiiif  des  corps  solides 
(i856).  Les  expressions  des  tensions  dans  les  milieux 
isotropes  déformés  ont  été  données  pour  la  première  fois 
par  Caucliy  (1827),  eu  calculant  directement  la  résul- 
tante des  forces  intérieures  considérées  eoaime  fonctions 
des  distances  des  points  entre  lesquels  elles  s'enercenl. 
Celte  autre  méthode,  qui  permet  de  supposer  que  rétat 
primitif  ne  soit  |>as  ce  que  nous  avons  appelé  un  état 
naturel,  conduit  à  admettre  que,  lorsque  la  déformation 
a  li<^u  n  partir  de  cet  état  natui-el,  on  a  >.=  ;j..   de  xorte 
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que  les  formules  sont  A  un  seul  coefficient;  mais  ce 
point  est  encore  l'objet  de  controverses. 

36.  Expression.' des  {]:i,T)  en  fonction  des  déplace^ 
ments  a,  c,  (v.  —  En  remplaçant  dans  les  expressions 
{ 39)  les  déformations  élémentaires  {a,  b)  par  leurs  va- 
leurs {16)  du  n"  18,  il  vient 


"-'-S- 

»-..$. 

--Kë-ë) 

"-">-£■■ 

et  l'on  a,  dans  ces  formules, 

^^  '  dx       dy       rfs 

Ces  valeurs  des  (i\,  T)  se  rapportimt  à  la  position  du 
point  M  après  son  déplacement,  c'esi-à-dirc  au  point 
dont  les  coordonnées  sont  x  -t-  »,  j'-f-  i',  r -4~  (v  ;  mais, 
quand  le  déplacement  est  très  petit,  on  peut,  comme 
nous  le  ferons  dans  les  calculs  (jui  suivent,  rapporter  les 
composantes  dus  tensions  au  point  {:t\y,  s)- 


IV,     ÉqCIATIOKS    DR    LV.QUILIBttF.     tT 

iKTÉRieuH  eovn  les  systèmes  isotropes. 

37.  Equations  indéfinies.  —  Les  six  fonctions 
(JS,  T)  doivent  vérifier  les  trois  équations  (5)  du  n°  9; 
dans  CCS  équations,  les  quantités  Xo,  Yo,  'Lt,  représen- 
tent, rapportées  à  l'unité  de  masse,  les  forces  exté- 
rieures qui  solliiîlent  le  point  M  et  elles  compi-cnnent, 
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si  le  svstùiite  se  déforme  ou  vibre,   les  lurees  d'inertie 

.      "     ,  ,  iPu  d'i-  d'o'    j, 

qui  oiit  alors  pour  valeurs rr  '  —  tt  ' i-r  ■  fc-" 

'  '  an  al'  al' 

dégageant  les  forces  d'itienie  ei  représentant  encore  par 
Xo,  Yo,  Z(  les  composantes  des  forces  extérieures  qui 
agissent  sur  la  niasse  du  point  M,  les  étjuations  (3)  de- 
viennent 

,  rfN,       rfT,       fH",         .,  d'u 

^  dji        fPi,        dj^  y   _      diy 

''■*■  j    <Ar    ^  €{y    "'"   ds    ~^^    °~''dl'' 

I  (fr,     dT,     d\,  d^w 

'    rfj"^   dr'^lû'^'^^'-^'dii'' 

p  étant  la  densité  iji)  système  au  [K>iiit  M. 

En  substituant  les  valeurs  (4o)  et  eu  ayant  égard  à 
l'expression  {\i)  de  6.  on  obtient  1rs  trois  équations 
suivantes  : 


(^.  ,   d9  {d'u        d',1 

,  d9  /d'v         rfi<- 

.       .rfe        /duv     d'«. 

\<^^^^r.^^(d^^^- 

L'expression  diflërentielli- 


pX,  =  p 


<ùr'         d,-'     '  rf;> 


est  ce  que  Lamé  a  appelé  le  païamètie  différentiel 
du  second  ordre  delà  fonction  F.  Nous  représenterons 
ce  paramètre  par  AF,  un  posant  symboliquement 
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«lies  équations  (4^)  prennent  ainsi  la  forme  ïitii|ili 


(h- 

" 

E^ 

^Ah 

+ 

px 

l»  + 

!» 

f- 

txiv 

+ 

?ï. 

(»  + 

1» 

fl.W 

+ 

pZ. 

Ces  équations,  dites  indéfinies,  sont  applicables,  in- 
distinctement, à  tous  les  points  du  système. 

38.  Equations  définies.  —  En  général,  des  elTorts 
extérieurs  donnés  agissent  sur  la  surface  du  système 
que  l'on  considère.  Il  en  résulte  de  nouvelles  équations 
qui  doivent  éli-e  satisfaites  aux  limites  du  corps,  c'est- 
à-dire  sur  la  surface  seulement.  On  obtient  ces  nou- 
velles équations,  dites  étiuations  définies  ou  équations 
h  la  surface,  eu  étrivant  que,  pour  un  point  quel- 
conque dt;  la  surface  liinite,  l'etiort  extérieur  s'exerçant 
sur  un  élément  plan  de  cette  surface  a  la  même  gran- 
difur  et  la  même  direction  que  la  tension  correspon- 
dante. 

Soient,  pour  un  point  quelconque  {x,y-,  z)  de  la 
surface  limite, 

Fl'ellort  extérieur  par  unité  de  surface; 

/,  m,  n  les  cosinus  directeurs  de  la  force  F  ; 

a,  p,  "]■  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  extérieure  à 

la  surface  ; 
X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  tension. 

Les  équations  à  la  surface  sont 
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ou  bien,  en  r 

emplaçant  X,  Y,  Z  par  les  val 

u'  10, 

1  FI    =^,x  +  T,p^T.ï, 

(45) 

Fm  =  T3,+  N,3^T,Y, 

1  Fn  =T,a-t-T,3   r-Naf. 

>(7)Ju 


Les  premiers  membres  de  ces  équations,  ainsi  que  iz, 
p,  y,  doivent  ëlre  coasidtjtés  comme  des  fonctions  don- 
nées de  X,  y,  z.  En  remplaçant  les  (IV,  T)  par  leurs  va- 
leurs eu  fonctiou  des  ii,  v,  if,  spécialement  par  les  va- 
leurs (4o)  dans  le  cas  des  milieux  isotropes,  on  a  trois 
équations  anxtjuelles  doivent  satisraire  sur  la  surface 
limite  les  déplacements  u-,  f,  iv,  fonctions  de  x,y,  z,  t. 

Les  mêmes  fonctions  doivent  satisfaire,  dans  tonte 
l'étendue  du  milieu,  aux  équations  indéfinies  (  44)- 

39.  Éf/iiilibre  d'élasticûé.  —  Quand  il  s'agit  de 
l'équilibre,  les  fonctions  u,  m,  iv  sont  indépendantes  du 
temps  et  les  seconds  membres  des  équations  (44)  sont 
égaux  à  léro. 

Si  l'on  suppose  de  plus  que  les  seules  forces  exté- 


squi 


I  surface  dn  r 


lieu,  les  quaulité;^  Xg,  Y,,  Z,,  disparaissent  des  équa- 
tions i^W  qui  se  réduiseiit.iux  suivantes  : 

On  a  ainsi  trois  équations  dilléreiitielles  auxquelles 
satisfont  les  déplacements  u,  v.  iv  fonctions  dex,  _r,  z 
el  il  s'agit  de  trouver  des  solutions  de  ces  équations 
telles  que  les  équations  à  la  surface  (iô)  soient  égale- 
ment satisfaites. 
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40.  6'rtJ  particulier.  —  Supposons  que  lus  déplacc- 
ineDts  soient  les  dérivéf^s  partielles  d'une  foiietioii  des 
coordonnées 

^  'J?  ,  _  '^  _  ^ 


On  a  done,  dans  ce  cas  pariiculier, 

dx  dy  d: 

et,  en  supposant  X~H  '2|j.diJlerent  de  zéro,  les  équations 
(46)  se  réduisent  aux  suivantes 

d9  _  <^  _  <^   _ 

Pour  qu'elles  soient  satisfaites,  il  faut  et  il  suffit  que 
ladilalation  cubique  soit  constante  dans  toute  l'étendue 
du  système  déformt. 

V,  —  ExKMPLEs  d'équilibre. 
a.  —   Compression  normale  et  uniforme. 

41.  Soit  un  système  élastique  soumis,  sur  toute  sa 
surface,  à  une  prcssîou  normale  et  uniforme  P.  La  di- 
rection (7,  m,  n)  de  cette  pression  étant  opposée  à  la  di- 
rection (a,  p,  y)  de  la  normale  extérieure,  les  équations 
déGuies  (,4^)  devicnneul 

(i7)  '  — P?  =  T,j-^.N,f(  .-T,Y, 

'  — P"  =  Tia-(-T,3-,-Nr,-. 
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Supposons  inaiiiteiiaiit  ([Uc  l'origiiu;  des  cooitloanées 
restant  lixe,  les  déplacements  ii,  f,  ic  soient  représeniés 
par  les  valeurs 

(ifl)  u^-ax,        i'  =  -ar.        «-  =  -«.=, 

Vi  êlant  un  eociiîcienl  à  déterminer. 

Par  ces  valeurs,  les    étjualions    indéfinies  (4^)   sont 
évidemment  satisfaites;  les  T  sont  nuls  et  les  N  se  ré- 
duisent à  — (3).+  aj*).  Donc,  jMJUr  satisfaire  aux  équa- 
tions (47)1  il  !>uliit  de  prendre 
_        P 

"■■  n  +  iit' 

Les  déplacements  (48)  salisfonl  alors  à  toutes  les 
cunditions  de  l'équilibre  d'élasticité. 

ft,  —  Extunsion  longUndinale  d'un  prisme. 

i%  Considérons  un  solide  prismatique  dout  les  arêtes 
soient  parallèles  à  OZ  ;  soît  F  la  traction,  rapportée  à 
l'unité  de  surface,  qui  agît  sur  chacune  de  ses  bases. 
iVous  allons  vcrifier  qne,  dans  l'équilibre  d'élasticité,  les 
déplacements  peuvent  être  représeniés  par  les  valeurs 
(49)  u  =  --ar.         v  =  —  ay,         w  =  c=, 

a  et  c  étant  des  constantes  convenablement  détermî- 
nées. 

En  effet,  ces  valeurs  véritient  d'abord  les  étjnations 
(46);  déplus,  d'après  les  formules  (4o),  elles  donnent, 
pour  les  T,  des  valeurs  nulles  et,  pour  les  N,  des  valeurs 
constantes  dans  toute  l'éteudne  du  milieu 

Or  -N,,  >M  sont  nuls  à  la  snrfart-  latéraledn  prisme  et  X^ 
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«:st  égal  »  F  sur  ses  basus;  on  a  donc  les  équations 

a'<m  l'on  tii<: 


Avuc  CKs  valeurs,  les  déplaccmenu(  49)  satisfont  à  toutes 
les  conditions  d'équilibre. 


c.  —  Eiiuilibre  d'une  couche  sphiîrique. 

43.  Soit  lin  solide  liomogène  et  isotrope  limité  par 
deux  sphères  concentriques.  Ce  solide  est  soumis,  sur 
chacune  des  surfaces  sphériques,  à  une  pression  normale 
*:l  uniforme;  on  se  propose  de  déterminer  l'état  d'équi- 
libre. 

Plaçant  l'origine  au  centre  de  figure,  considérons  un 
point  quelconque  M;  désignons  par  :r,  y,  z  ses  coor- 
données dans  l'étal  naturel  et  par  r sa  distance  ù  l'origine, 
de  sorte  que 

Les  forces  appliquées  au  solide  sont  évidemment  telles 
([ue,  par  suite  de  la  déformation,  le  point  M  se  déplace 
sur  le  rayon  mené  de  l'origine  à  sa  position  primitive 
irt  la  grandeur  du  déplacement  e  est  la  même  pour  tous 
les  points  primitivement  situés  u  la  même  dtslancc  de 
l'origine.  On  a  donc 


(i- 
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■41.  Rein  a  r(j  11  011  s  d'abot-d  que  ces  valeurs  de  u,  v,  tv 

sont  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  f  de  a^,  j,  z , 

On  a,  eii  cllet, 

,            ,             ,          3rdj--i-y  dy  -s-  s  rf* 
udx  +  vdy-i-ivds^  s ^:i 

Or  la  reUiion  (5i)  donne 

X  dx  -^  y  dy  -\-  idz  ~  rdr, 

donc  l'expression  précédente  est  égale  à  tilr  et  elle  csl, 

par  suite,  la  diirérentîellc  totale  de  la  fonction 

(53)  f  =  /crf/-. 

Il  en  résulte  {n"  40)  que,  pour  satisfaire  aux  équations 

indéfinies  de  l'équilibre,  il  suffit  d'exprimer  que  la  dila- 


talion   cubi 

que    est   constante.   Or  on  iléduit 

des    va- 

Iran  (ai) 

,    (la       x^  th        r'— .r' 

(54) 

11  F.>  nsultc 

1  Jh.       3'  rf«        /-«-a» 

(55) 

•-S--Ï. 

et  l'on  a,  par  conséquent,  en  désignant  par  c  une  con- 

(5B,  J* --;-'«■ 

L'intégrale  générale  de  celle  équation  est 

(57)  .  =  c...», 

b  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Par  cette  valeur  de  e,  les  déplacements  (03)  satisfont 
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aux  équalions  indéfinies  ;  nous  allons  maintenant  délei- 
mîner  h  el  r,  de  manière  à  satisfaire  aux  équations  dé- 
finies. 

43.  Substituant  à  cet  ellet  les  valeurs  (5a)  dans  les 
expressions  {4o)  des  K,  T,  il  viunt 


On  sirnpliGe  l'étudi!  des  tensions  autour  d'un  point 
en  faisant  passer  par  ce  point  l'axe  des  x\  on  a  ainsi 
X  ^=  r,y  =o,  z  =  o  et  les  valeurs  (58)  donnent 

Les  composantes  tan genti elles  étant  nulles,  on  voit  que 
les  tensions  N|,  N^,  ^'3  sont  principales;  la  condition 
Nj  =  N,  montre  que  l'cllipsuide  des  tensions  est  de  ré- 
volution autour  du  rayon  mené  <Iu  centra  au  point 
considéré. 

En  remplaçant  enfin  e  par  sa  valeur  (07),  les  ex- 
pressions des  tensions  ^  deviennent 


N,rr,U-l-2^|C-l 


(3X^ 


a^ié 


Désignons  maintenant  par  To,  r,  les  rayons  des  surfaces 
sphériques  qui  limitent  intérieurement  et  extérieure- 
ment le  solide  et  par  P«,  P,  les  pressions  qui  s'exercent 
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Honiialemeiit  il  uiiîforiitéineiit  sur  ces  surfaces;  en  ex- 
primant que  N,  se  réduit  à  —  l's  sur  la  surface  intérieure 
et  à  — P)  sur  la  surface  extérieure,  on  a  deux  équations 

qui  délenninent /^,  r,  cl,  par  les  valeursquel'on  obtient 
ainsi,  toutes  les  conditious  d'équilibre  sont  satisfaites. 
On  tire  des  équations  (60) 

,fi.,    --         raP^-rîP, ,_(I',-P.)r;rî 


cl,  en  portant  ces  valeurs  dans  les  formules  {Sy)  el 
(69),  on  obtient  la  solution  complète  du  problème. 

J.  —  Eijuilibre  (l'une  couche  cylindriifue. 

iU.  Soit  un  solide  bomogènc  et  isotrope  limité  par 
deux  cylindres  de  révolution  conceutriques  cl  par  deux 
plans  perpendiculaires  auK  arctes.  Ce  soHde  est  soumis, 
sur  chacune 'des  surfaces  cylindriques,  à  une  pression 
noimale  et  uniforme,  et  sur  chacune  des  bases  à  une 
traction  parallèle  aux  arêtes;  ou  se  propose  de  déter- 
miner'l'état  d'équilibre. 

Plaçant  l'oiigine  au  centre  de  ûgure,  prenons   l'axe 
OZ  parallèle  aux  arèles;  soient,  dans  l'état  naturel  x, 
_v,  z  les  coordonnées  d'un  point  M  du  solide  et  r  la 
distance  de  ce  point  à  l'axe  OZ,  de  sorte  que 
(Ca)  rî  =  xî-H^-'. 

Par  suite  de  la  déformation,  le  point  M  se  déplace  évi- 
demment dans  le  plan  méridien  passant  par  sa  position 
primitive,  et  l'on  peut  décomposer  son  déplacement  en 
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(Jeux  :  l'un  e  suivant  la  direction  df  la  distance  r, 
l'autre  w  parallèle  aux  arêtes. 

Nous  supposerons  que  e  ne  diipend  (|ue  de  r,  et  <fuc  (v 
est  proponionnel  à  z.  Poîiant,  en  consétjuence, 

(63)  «  =  .^,         .  =  t^,  -^-^c^, 

nous  allons  vérifier  que  l'on  satisfait  à  toutes  les  condi- 
lions  de  l'équilibre  par  des  valeurs  convenables  de  la 
fonction  e  et  de  la  constante  c. 


il.  Les  valeurs  (6;ï)donmi 
et  l'on  a,  par  la  relation  (6a), 


Il  en  résulte  que  l'expression  précédente  est  égale  h 
e  ({/■  -+-  c=',  et  qu'elle  est  par  suite  la  ditréreulîelle  totale 
de  la  fonction 


m)  .^f 


dr-+ 


Les  valeurs  (63)  des  déplaceiueiits  sont  doue  les  dé- 
rivées partielles  de  la  fonction  œ  et  il  suffît,  pour  satis- 
faire BUS  équations  indéfinies  de  l'équilibre,  d'expiimer 
que  la  dilatation  cubique  est  constante.  Or  on  déduit 
des  valeurs  (<i3) 
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et,  par  suïto,  en  désignant  par  a  une  constante,  on  peut 
écrire 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  est 

(68,  .^ar+î. 

et,  en  adoptant  celle  valeur,  les  déplacements  satisfont 
aux  équations  indéfinies,  quelles  que  soient  les  con. 
statues  arbitraires  a,b^c\  nous  allons  déterminer  ces 
constantes  de  manière  à  satî^i'aire  aux  équations  définies 
ou  conditions  à  la  surface. 

48.  SuLstilnons  les  valeurs  (63)  dans  les  expres- 
sions (4o)  des  (N,  ï).  En  remarquant  que,  d'après  les 
relations  (66)  et  (67),  on  a 

on  trouve 

Pour  simplilier  l'étude  des  tensions  aulourd'uu  poiiil, 
faisons  passer  par  ce  point  le  plan  X07>;  on  a  alors 
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Kl  tes  volcui-s  oi-dessus  dvvienncnl 


N,=  Â(a(i-(-ci-:-afi-,  T,  =  o. 

Lei  composantes  langcntiellcs  éuut  nulles,  les  tensions 
N|,  Xg,  ^)  soDt  principales.  En  rempiaçanl  e  par  sa  va- 
leur (68),  les  expressions  de  ces  censions  peuvent  s'é- 
crire 


1  N,=  ,(X-H!i)a 
N,=  aXo-i-(X-( 


^[.é 


T)ési[;nons  maintenant  par  /'o,  r,  les  rayons  des  sur- 
faces cylindriqncs  qui  limitent  intérieui-emeni  et  exté- 
neureiiient  le  solide,  ut  par  Po,  P,  les  pressions  qui 
s'exercent  normalement  et  unit'onnément  sur  ces  sur- 
faces ;  soit  enfin  F  la  traction  appliquée  sur  l'unité  de 
surface  de  chacune  des  deux  bases.  En  exprimant  (juc 
l'on  a  : 

i"  Sur  la  surCare  cylindrique  intérieure,  N,  =  —  Pj; 
■    ■^y  Sur  la  surface  cylindrique  extérieure,  N,  =  —  P,  ; 

3°  Sur  la  base,  Ns^=  V,  on  a  trois  équations 


qui  déterminent  a,  b,  c,  et,  par  les  valeurs  que  l'on  ob- 
tient ainsi,  toutes  les  conditions  d'équilibre  sont  satis- 
faites. 
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La  première  et  la  deuxième  tics  équations  { 7 1  )  <l 
nciit  d'abor<l 


.  (Po-P.>ri 


et  CL's  relations  donnent  les  valeurs  définitives  de  N,, 

,  Nj.  Enfin  la  troisième  équation  (71)  et  la  première  (7a) 

donnent  a  et  c,  de  sorte  qu'on  a  le  système  de  valeurs 


I  (F*.-Pi)r; 


qui  donne  la  solution  com|ilète  du  problème. 

VI.  MOUÏKMKSTS   IZtTKHIF.l  RS  DES  SASïÈMKS  isotropks. 

49.  £f/ualions  des  moiifonieiits  intérieurs.  —  Cuiiiii- 
dérons  un  système  élastique  liontogène,  isotrope,  sous- 
trait à  toute  force  extérieure  et  indéfini  dans  tons  les 
sens;  supposons  que  les  points  de  ce  système,  ayant  été 
déplacés,  soient  abandonnés  avec  des  vitesses  initiales  à 
l'action  des  forces  intérieures.  Le  milieu  se  mettra  en 
mouvement,  et,  si  l'on  désigne  par  u,  c,  tf  les  projec- 
tions du  déplacement  du  point  dont  les  coordonnées 
étaient  x,  1  ,  s  dans  l'état  d'équilibre,  ces  projections 
devront  ùlre  considérées  comme  des  fonctions  de  a~, 
_j',  s  et  du  temps  (. 

Ces  fonctions  satisfont  aux  équations  (44)  q»"'.  cii 
faisant   abstraction  îles  forces  evlérieures    Xj,   Y,,  Z,, 
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deviennent 

,             dit 

i7.iJ 

<'  +  f)j;  +  i'i»  = 

('+^>£-i"^-= 

rf»<l. 


Le  problème  général  des  mouvetnents  vibratoires  con- 
siste à  trouver  tles  fonctions  u,  c,  iv  satisfaisant  à  ces 
trois  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre, 
et  telles  (jue  leurs  valeurs  initiales,  ainsi  que  celles  de 

leurs  dérivées  -r  >  -t>  -t-'  soient  des  fonrtions  données 
al     al      al 

des  coordonnées  x,  y,  z. 

Nous   nous  bornerons  à    montrer,    par  un    exemple 

simple,  comment  on  peut,  à  l'aide  des  équations  (74)1 

étudier  les  propriétés  de  mouvements  particuliers  pour 

lesquels  on  connaît  a  priori  la  forme  des  fonctions  qui 

représentent  les  déplacements. 

50.  Mouvements  simples.  —  On  appelle  mouvement 
simple  o\x  mouvement  par  ondes  planes  tout  mouvement 
dans  lequel  les  déplacements  sont  <Ie  la  forme 

(75)  )    >f^qco^{ax+by  +  <:s~st-^-o), 

{  H>  =  rcos{ax--rby-\-cz—sl +•3). 

Ptq,  r;  a,  b,  c;  .1,  ^  désignant  des  constantes. 

Examinons  d'abord  les  propriétés  générales  de  ces 
mouvements  que  l'on  a  à  considérer  dans  un  grand 
nombre  de  tliéuries  physiques. 

31.  Les  formules  (7^)  montrent  d'abord  que  l'on  a 
constamment 


Ann.  de  MatMi 
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de  sorte  que,  pour  un  point  quelconque,  le  mouvement 
est  rectiligne. 

Désignons  par  p  la  distance  du  (loJtit  (x,  y,  s)  au 
plan,  passant  par  l'origine,  représenté  par  l'équatiou 

(76)  aX  +  ftY  +  cZ  =  o. 
Eu  posant 

(77)  A«=a«H-fr»-+-c«, 

A?  =  ax-^by  ~t-c3, 
elles  formules  (73)  peuvent  s'écrire 

/   u=/>cos(Ap  — *(-(-ç). 

(78)  .>=3cos(Ap-i(  +  ?). 
(  .(■-rcos(/.p- if -.-?), 

On  en  conclut  que  tous  les  points  situés  à  la  même 
distance  du  plan  représenté  par  l'équation  (76')  sont,  au 
même  instant,  déplacés  de  la  même  manière:  de  là  la 
dénomination  de  mouvements  [>ar  ondes  planes  donnée 
aux  mouvements  dont  il  s'agit. 

52.  Pour  une  valeur  donnée  de  t,  les  déplacements 
(I,  u,  w  prennent  les  mêmes  valeurs  lorsque  p  s'accroît 
d'une  quantité  /,  telle  que  hl  ^  tn;  cette  quantité,  dé- 
terminée par  la  relation 

représente  ce  que  l'on  appelle  la  longueur  d'ondula- 
tion. 

Pour  une  valeur  donnée  de  p,  les  déplacements  u,  >', 
w  prennent  les  mêmes  valeurs  lorsque  /  s'accroit  d'une 
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tjuaiitiLÔ':,  Lullequc  5T  =  3n:  cette  (juaiilitti,  dûtciiuinév 
par  la  relalioii 

ntpréseHle  ce  que  t'im    appelle  la  durée  lia  la  vibra- 
lion. 

Riifu],  tes  valeurs  des  déplacements  restent  les  mêmes 
si  l'on  fait  croître  t  du  i/  et  p  de  ip,  pourvu  que  l'on 
suppose 

(81)  Ai?  — jii  =  c., 

par  conséquent. 

i(  -•"' 
la  valeur  de  i»  étant 


La  quaiititéb), déterminée  par  la  relation  (82),  repré- 
sente la  vitesse  da propagation. 

53.  Mouvements  simples  compatibles.  —  Clicrclions 
maintenant  les  cundilïons  auxquelles  doivent  satisfaire' 
les  déplacements  d'uu  mouvement  simple  pour  que  ce 
mouvement  puisse  se  propager  dans  un  milieu  isotrope 
donné,  c'est-à-dire  soit  compatible  avec  la  constitution 
de  ce  milieu. 

Les  eJcpressions  (75)  doivent  alors  satisfaire  aux  équa- 
tions (74);  *'  !'<*"  pose,  pour  simplifier, 

les  valeurs  (78)  donnent 

li=~{ap-^Oç-l-cr)s\n^,  ^  =^  —  a{ap -t-bq -i- cr}cosf\,, 

vu  =  —  h*ii  eos'^,  -T—  =  —  s^p  coiif. 
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et  la  substilulioii  de  ces  valeurs,  dans  la  première  des 
équations  (74)f  donne,  en  supprimant  le  facteur  com- 
mun cos({<,  la  première  des  équations 

(83)  a^,i)b{ap  +  bq  +  cr)  +  {i^k*-p!')ç=o. 
(  (X  +  ji)c(«/.  +  &5H-cr}  +  {[^A'-pï')r  =  o, 

les  deux  autres  résultant  de  la  substitution  des  valeurs 
(75),  faite  de  la  même  manière,  daus  la  seconde,  puis 
dans  la  troisième  des  équations  (74)- 

51.  Si  l'on  ajoute  les  trois  équations  (83)»  respecti- 
vement multipliées  par  a,  b,  c,  on  trouve 

(84)  {ap -i- bq  +  cr )  [a -^-i il) h'' -p!']  =  o. 

11  faut  donc  que  l'on  ait,  ou  (X4-  2[i)/i'  —  pj'=  o, 
ou  ap  -i-  bq  +  cr  ^  o. 

So.  Vibrations  longitudinales.  —  Dans  le  premier 
cas,  la  relation 

(i  -H  afi.)A' —  p«'  =  o 

donne,  pour  la  vitesse  de  propagation  ot  ^  y  . 

De  plus,  puisque  |ji/(^  —  j)j*  =  — (X -J- [*)/(',  les  équa- 
tions (83) donnent 

<»)  «  =  !  =  ;■ 

Or  /',  tf,  r  sont  proportionnels  à  u,  v,  »■  i  a,  b,  c  sout 
proportionnels  aux  cosinus  directeurs  de  la  normale  au 
plan  fixe  représenté  par  l'équation  (61);  donc  les  rc]a~ 
lions  (86)  expriment  que  la  vibration  est  perpendicu- 
laire au  plan  de  l'onde. 
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Les  vibralious  si,tliples,  normales  à  l'onde  plane,  se 
propageant  avec  la  vitesse  (85),  sont  dites  longitudi- 
nales. 

36.  Vibrations  transversales.  —  Dans  le  second  cas, 
l'équation  ap  -+-  iy  H-  cr  =  o  exprime  que  la  vibration 
s'effectue  dans  le  même  plan  de  l'onde  ;  de  plus,  les 
relations  (83)  se  réduisent  à 

[lAt— pj'=o. 

ce  (|ui  donne,  pour  la  vitesse  de  prupagalioii, 


"=l/?- 


(87) 

La  dilatation  cubique,  donnée  )>ar  la  tbrmule 
6= — (_ap  +  bq -i-cr)cosi,  est  égale  à  zéro,  de  sorte 
que  le  mouvement  a  lieu  sans  que  la  densité  du  milieu 
soit  aliérëe. 

Lès  vibrations  simples,  parallèles  à  l'onde  plane,  se 
propageant  avec  la  vitesse  (87},  sont  dites  trans\-er- 
sales. 

57.  En  résumé,  les  inuuvenients  simples  qui  peuvent 
se  propager  dans  un  milieu  homogène  et  isotrope  ap- 
partiennent nécessairement  à  l'uit  des  deux  systèmes  de 
vibrations,  longitudinales  ou  transversales.  Les  vitesses 
de  propagation,  ditTérentcs  pour  les  deux  systèmes,  ont, 
pour  chaque  système,  une  valeur  déterminée  restant 
la  même  quelles  que  soient  tes  durées  et  les  amplitudes 
des  vibrations  propagées.  Enfin  il  est  à  remarquer  que, 
dans  tout  mouvement  longitudinal,  la  direction  de  la 
vibration  est  déterminée;  le  mouvement  est  polarise. 
Au  contraire,  dans  tout  mouvement  transversal,  la  vi- 
bration n'est  assujettie  qu'.i  être  dans  le  plan  de  l'onde; 
son  orientation  dans  ce  plan  peut  être  quelconque. 
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58.  Propagation  de  la  lumière  dans  un  milieu 
isotrope.  —  Dansla  théorie  des  onduJatiotis,  on atlribuu 
les  pi  lé  11  OUI  eues  lumineux  aux  vibrations  d'un  milieu 
élastique  particulier.  On  admel  que,  dans  les  rorps  non 
cristallisés,  ce  milieu  peut  ôtre  considéré  comme  isotrope 
et  l'oii  suppose  que  ses  vibrations  sont  régies  par  les 
équations  (74)1  avec  la  cotidiliou  spéciale  )>  +  a[jt^o. 
F.n  posant  -  ^  c,  les  équations  peuvent  alors  s'écrire 

'    df>   -  *  (,  ds) 

l.a  condîtîonÀ  +  a|ji=o  attribue  une  valeur  nullen 
la  vitesse  de  propagation  des  ondes  longitudinales,  <Ie 
sorte  que,  par  suite  de  riiy)>uibèsc  admise,  le  milieu  ne 
peut  propager  que  des  ondes  planes  transversales,  non 
polarisées  avec  la  vitesse  ia-^\/e,  la  même  dans  toutes 
les  directions. 

o9.  Propagation  do  la  lumière  dans  un  milieu  cris- 
tallisé. —  On  peut  rattacher  la  tliéorie  piiysique  de  la 
double  réfraction  cristalline  à  la  théorie  de  l'élasticité  en 
admettant  que,  dans  un  cristal  transparent,  il  exîstu 
trois  directions  telles  qu'en  rapportant  à  ces  directions 
les  vibrations  de  l'éther,  ces  vibrations  soient  régies  par 
les  équations 


,,GoogIc 


(  à5i   ) 
qui  ne  «lillèrenl  de  celles  des  corps  i50U-oi>es  que  par  la 
substitulîon  de  trois  coefficients  distincts  e,y,  g  au  coef- 
ficient unique  e. 

Pour  qu'un  mouvement,  représenté  par  les  formules 
(75),  puisst!  se  propager  dans  le  milieu,  il  faut  que  les 
déplacements  u,  v,  iv  satisfassent  aux  équations  {8p);  en 
opérant  comme  au  n°  53,  on  trouve  les  trois  condîtîous 

/  s^p  =  e\h}p  —  a{ap--rbq-\-cr% 
(90)  \  s^q=/[h'q-~litap  +  bq+cr)], 

{  i'r  =  fflh*r-c{ap^bq-t-cr)]. 
Désignons  par  /,  m,  n  les  cosinus  directeurs  de   la 
normale  à  l'onde  plane,  de  sorte  que 


En  divisant  par  h*  les  équations  (90)  et  observant  que 
^  =  M,  il  vient 

/  (lu'—e)/!  =-  el  (Ip -^  mq  +  nr). 
{91)  !  (tu'-/)y  =—/m(lp  +  mq-^nrj, 

\  {(ui—  ff)r  =  - gn{lp  -f-  mq  -h  nr). 
Ces  équations  sont  linéaires  et  homogènes  en  p,  q,  r, 
et,  en  éliminant  CCS  trois  quantités,  on  a  une  équation 
du  troisième  degré  en  u*  donnant  les  vitesses  difiërentcs 
avec  lesquelles  une  onde  plane  peut  se  propager  dans  la 
direction  (/,  ih,  n).  Pour  faire  l'élimination,  il  suffît 
d'écrire  les  équations  de  la  manière  suivante  : 


ig'i)      - 

el 

^ 

=—('/'  +  " 

On  en  dédu 

it  immédî 

ateinent 

l'équation 

(gî) 

'^ 

—  #■           U)'- 

qui  adii 

el  nii 

e  racine  nulle. 
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Pour  cette  racine,  les  «quatioDs(92)  donnent 

£-  9.  -  ''. 
l  ~  m~  n' 

ces  équations  correspondent  à  un  mouvement  simple 
longitudinal;  mais  la  condition  b>*=o  montre  que  ce 
mouvement  ne  peut  pas  se  propager. 

Les  deux  autres  racines  tsy*  sont  fournies  par  l'équa- 
tion 
(4)  '*      I  ■,"!,'_  .,       "!     =0 

qui  coïncide  avec  lequation  aux  vitesses  des  ondes 
planes  trouvée  par  Fresiiel. 

A  chacune  de  ses  racines  correspond,  d'après  les  équa- 
tions -(77),  une  direction  déterminée  de  la  vibration,  de 
sorte  que,  dans  chaque  direction,  se  propagent,  avec  des 
vitesses  diOërentes,  deux  ondes  planes  polarisées. 


«UBSTION  PROPOSEE. 


1990.  &  ëtant  le  lieu  des  pAles  d'une  droite  D  par  rapport  à 
in  système  de  coniques  bomofocales,  trouver  le  lieu  des  points 
c  de  D  et  de  li,  lorsque  D  pivote  autour  d'un  point 
(H.  Valbo.) 


Piigc443,  lignes  i,3cl  la,  au  lieu  de  iyaimÈdiaae,  lUts  symidiioe. 
Page  4^1,  lignes  18  et  19,  au  lieu  de  directes,  lises  inreraes. 
Page  463,  ligne  3a,  au  lieu  de  huitième,  liiei  quatriims. 
Même  page,  ligne  3^,  au  lieu  de  les  trois  autres  fiiscianx,  iitez 
les  aiftres  faisceaux. 

/  
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LA  THEORIE  DBS  CHANCES. 


Calcul  dks  Probabilités;  par  M.  J.  Bertrand, 
Membre  de  l'Académie  française,  Secrétaire  perpétuel 
de  l'Académie  des  Sciences.  Paris,  Gauthier- Vil tars  et 
Fila;  1889. 

Nous  n'avons  pas  la  préleodon  de  juger  le  nouvel  Ouvrage 
de  M.  Bertrand;  nous  avons  pensé  que  le  meilleur  hommage  à 
rendre  à  notre  illustre  Maître  consistait  à  présenter  une  ana- 
lyse substantielle  de  son  Livre.  Aussi  bien,  ceux  de  nos  lecteurs 
qui  sont  étrangers  à  la  doctrine  des  hasards  nous  sauront  gré 
sans  doute  de  leur  offrir  ici  un  résumé,  dégagé  de  toute  démon- 
stration, des  principes  de  [cette  théorie  et  de  ses  applications 
les  plus  importantes. 

I.  —  L'en  UNE  ratio;*  des  chances. 

La  nature  d'un  événement  aléatoire  détermine  un  certain 
nombre  de  cas,  tous  également  possibles,  mais  les  uns  favora- 
bles, les  autres  défavorables  à  l'arrivée  de  cet  événement.  Ce 
qu'il  importe  surtout  de  connaître,  c'est  te  rapport  du  nombre 
des  cas  favorables  au  nombre  total  des  cas,  et  c'est  ce  rapport 
qui  a  reçu  le  nom  de  probabilité. 

On  jette  deux  dés  n  fois  de  suite;  quelle  est  la  probabilité 
d'amener  au  moins  une  fois  tonnes,  c'est-à-dire  deux  6Î  Le 
nombre  total  des  cas  est  36";  celui  des  combinaisons  défavora- 
bles est  35";  la  probabilité  est  donc 


m'-- 


d'où  l'on  voit  qu'il  y  a  infériorité  de  chances  pour  gagner  en 
a4  coups  et  supériorité  de  chances  pour  gagner  en  35  coups. 

Tel  est  le  problème  qui,  proposé  à  Pascal  par  le  chevalier 
de  Méré,  a  donné  naissance  aux  premières  recherches  sur  le 
calcul  des  chances. 
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Un  peut  résoudre  un  certain  nombre  de  problèmes  à  l'aide 
de  la  théorie  des  combinaisons  et  de  la  seule  définition  de  la 
probabilité. 

Au  jeu  de  patse  dix,  l'un  des  joueurs  jetait  trois  dés  et  ga- 
gnait si  la  somme  des  points  amenés  surpassait  lo.  Quelles 
étaient  les  probabilités  des  deux  adversaires?  Elles  étaient 
éfi^ales.  Si  l'on  jouait  avec  cinq  dés  au  lieu  de  trois,  quel  nombre 
faudrait-il  substituer  à  lo  pour  laisser  les  chances  égales?  La 
théorie  répond  17. 

Deux  candidats  Xet  Z  snnt  soumis  à  un  scrutin  de  ballottage; 
l'urne  renferme  n  +  A  billets  au  nom  de  X,  et  n  seulement  au 
nom  de  Z;  X  sera  donc  élu.  Mais  quelle  est  lu  probabilité  pour 
que,  pendant  toute  la  durée  du  dépouillement,  X  ne  cesse  de 
conserver  l'avantage?  Une  anaijie,  d'ailleurs  assez  délicate,  ré- 

k 

■iii  +  k' 

Au  jeu  de  la  rencontre,  on  tire  successivement  d'une  urne  les 
m  boules  qu'elle  contient,  sans  les  remettre  dans  l'urne.  Ces 
boules  portent  les  numéros  1,  3,  3,  . . .,  m.  Quelle  est  la  pro- 
babilité pour  qu'une  boule  au  moins  sorte  au  rang  marqué  par 
le  numéro  qu'elle' porte?  Dès  que  m  est  égal  ou  supérieur  à  9, 

cette  probabilité  dilTére  très  peu  de  1 =  o,C3. 

Voilà  quelques-uns  des  nombreux  exemples  traités  dans  le 
premier  Chapitre.  L'auteur  insiste,  en  outre,  sur  les  erreurs 
qui  peuvent  provenir  d'une  constatation  imparfaite  ou  de  l'iné- 
gale possibilité  des  divers  cas.  Le  type  des  erreurs  de  ce  genre 
est  assurément  le  dilemme  de  d'Alembert  :  a  l'événement  arrive 
ou  n'arrive  pas;  de  là  deux  cas,  dont  un  favorable;  la  proba- 
bilité de  tout  événement  est  donc  \  a. 

Il  faut  aussi  se  garder  d'introduire,  sans  explication,  l'infini 
dans  les  raisonnements.  Choisir  au  hasard  entre  un  nombre  in- 
fini de  cas  possibles  n'est  pas  une  indication  suffisante.  Quelle 
est  la  probabilité  pour  qu'un  plan,  choisi  au  hasard  dans  l'es- 
pace, fasse  avec  l'horizon  un  angle  moindre  que  4^°'^  La  ques- 
lion  étant  mal  posée  peut  donner  lieu  à  des  réponses  contra- 
dictoires. On  peut  dire  que  la  probabilité  est  ^,  puisque  tou!> 
les  angles  entre  o*  et  90*  sont  possibles,  et  que  ceux  entre  o*  et 
.{5°  sont  seuls  favorables.  On  pourrait  dire  aussi  que  la  proba- 
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bilité  est  a,a8i  car,  si  par  le  centre  d'une  sphère  on  imagÎDe 
le  rayon  perpendiculaire  au  plan,  il  faut,  pour  que  l'angle  en 
question  soit  inférieur  à  45*,  que  l'eiitréniité  du  rayon  tombe 
dans  une  zone  dont  le  rapport  à  la  demi-sphère  est  précisé- 
ment 0,38. 

II.  —    Ll  l>BOBABIUTâ  TOTALE  ET  1^  PROBABILITÉ  COMPOSER. 

L'évaluation  directe  du  nombre  des  combinaisons  est  le  plus 
souvent  impraticable,  tant  ce  nombre  croit  rapidement  pour 
peu  qu'augmente  celui  des  objets  combinés.  Demande-t-on,  par 
exemple,  de  répartir  4Î9  personnes  en  8  groupes  de  5i  membres 
chacun?  Le  nombre  des  clistributions  possibles  ne  renferme  pas 
moins  de  4^9  chiffresl  D'ailleurs,  si  l'on  pouvait  toujours  faire 
directement  le  compte  des  cas  favorables  et  celui  de  tous  les 
cas  possibles,  le  Calcul  des  probabilités  ne  serait  pas  une  science. 
A  toute  science,  il  faut  des  principes.  Voici  les  deux  plus  sim- 
ples parmi  ceux  qui  servent  de  base  nu  Calcul  des  probabilités  ; 

Si  l'on  partage  les  cat  favorables  en  plusieurs  groupes, 
la  probabilité  de  l'événement  est  la  somme  des  probabi- 
lités pour  qu'il  appartienne  à  chacun  des  groupes.  C'est  le 
principe  de  \a probabilité  totale. 

Quand  un  événement  consiste  dans  le  concours  de  plu- 
sieurs autres,  sa  probabilité  est  le  produit  des  probabi- 
lités des  éeénementi  simples  dont  il  exige  la  réunion.  C'est 
le  principe  de  \a  probabilité  composée. 

Dans  l'application  du  premier  principe,  il  faut  veiller,  en 
formant  les  groupes,  à  ce  qu'aucun  des  cas  possibles  ne  soit 
omis  ni  répété.  Dans  l'application  du  second,  il  importe  de  re- 
garder 51  les  événements  simples  sont  ou  non  indépendants  les 
uns  des  autres;  et,  s'il  y  a  dépendance,  on  doit  calculer  la  pro- 
babilité de  chaque  événement  simple,  en  tenant  compte  de  ce 
que  ceux,  qui  le  précédent  sont  arrivés. 

Ainsi  la  prohabilité  d'amener  avec  deux  dés  le  point  3  ou  le 
point  j  n'est  pas  la  somme  des  prohabilités  pour  amener  3  et 
pour  amener  i,  puisqu'on  peut  d'un  même  coup  amener  à  la 
fois  ces  deux  points. 

Si,  de  deux  météorologistes,  dont  les  prédictions  ont  pour 
probabilités  respectives  p  et  p',  l'un  dit  qu'il  pleuvra  demain  et 
l'autre  qu'il  ne  pleuvra  pas,  la  probabilité  pour  qu'ils  disent 
'  ju<te  tous  les  deux  n'est  pas  pp'  :  elle  est  nulle. 
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Les  principes  sont  justes;  ils  s'appliquent  à  toutes  les  com- 
binaisons des  probabilités  simples  évaluées  en  nombre.  Hais,  û 
l'évaluatioD  est-imparfaite,  les  conséquences  ne  mériteni  aucun 

C'est  donc  avec  raison  que  M.  Bertrand  s'étend  longuement 
dans  le  Chapitre  II  sur  les  précautions  à  prendre  dans  la  mise 
en  œuvre  des  deux  principes  fondamentaux.  Après  avoir  donné 
des  exemples  remarquables  de  leur  fausse  interprétation,  il 
traite  un  grand  nombre  de  problèmes  dont  le  choix  est  bien 
propre  à  captiver  le  lecteur  en  l'initiant  à  ce  genre  de  re- 
cherches. Nous  signalerons  particulièrement  les  questions  sui- 

Quelle  est  la  probabilité  des  brelans  au  jeu  de  la  bouillotte? 

Quelle  est  la  probabilité  de  la  chance  favorable  réservée  au 
banquier  dans  le  jeu  de  trente  et  quarante? 

Au  baccarat,  est-il  avantageux  au  ponte  de  demander  une 
carte  lorsqu'il  a  le  point  5? 

Les  réponses  aux  deux  premières  questions  résultent  de  for- 
mules ou  de  tableaux  que  nous  ne  saurions  rapporter  ici.  Quant 
à  la  troisième,  on  peut  dire  :  «  Si,  sans  jouer  au  plus  fin,  dès 
le  début  de  la  partie,  le  ponte  déclare  franchement  ses  habi- 
tudes, il  doit  tirer  à  5.  Si  les  conventions  du  jeu  permettent  la 
ruse,  il  doit  se  tenir  à  5,  en  faisant  croire  au  banquier,  s'il  lo 
peut,  qu'il  a  l'habitude  de  tirer,  u 

m.  —  L'BSPliRANCB  yATlIÉHATIQUE. 

On  appelle  espérance  mathématique  At  celui  qui  prétend  à 
une  somme  éventuelle  la  valeur  probable  de  cette  somme,  c'est- 
à-dire  le  produit  de  la  somme  par  la  probabilité  que  le  préten- 
dant a  de  l'obtenir. 

Dana  tout  jeu  équitable,  la  mite  de  chaque  joueur  doit 
être  égale  à  ion  espérance  mathématique  ;  et,  par  suite,  les 
mites  dei  divers  joueurs  sont  proportionnelles  à  leurs  pro- 
babilités respectives  de  gagner.  C'est  la  règle  des  paris. 

Lorsque  des  joueurs  se  séparent  avant  que  la  partie  soit 
terminée,  ils  doivent  partager  l'enjeu  proportionnellement 
aux  probabilités  respectives  qu'ils  auraient  alors  de  ga- 
gner. C'est  la  règle  liei partis  (compositio  sortis). 

Pierre  a  trois  pièces  de  5'',  Paul  en  a  deux.  Chacun  doit  jeter 
ses  pièces,  et  celui  qui  obtiendra  le  plu?;  grand  nombre  de  face? 
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prendra  les  cinq  pièces.  Le  jeu  est-i)  équitable?  Nullement,  il 
est  avantageux  pour  Pierre,  dont  l'espérance  mathématique, 
aoo        i        i  ■         à  ■ 

Plusieurs  joueurs  ayant  déposé  chacun  i''''  jettent  tour  â  tour 
[1  dés.  L'enjeu  total  appartiendra  à  celui  qui  amènera  la  plus 
grande  somme  de  pointa  ou  sera  partagé  entre  ceux  qui  amè- 
neront une  même  somme  de  points  supérieure  à  celle  obtenue 
parles  autres  joueurs.  Pierre  joue  Je  premier,  il  amenée  points; 
quel  est  le  nombre  d'adversaires  le  plus  favorable  à  ses  intérêts, 
c'est-à~dire  le  nombre  d'adversaires  qui  lui  laisse  la  plus  grande 
espérance  mathématique?  La  solution  dépend  d'une  équation 
aisée  à  résoudre  avec  une  table  de  logarithmes.  Par  exemple, 
si  le  nombre  des  dés  est  six  et  si  Pierre  a  obtenu  cinq  6  et  un  5, 
le  nombre  d'adversaires  le  plus  avantageux  est  [5i44' 

Parmi  les  questions  que  la  considération  de  l'espérance  ma- 
thématique permet  de  résoudre  avec  élégance  et  facilité,  il 
convient  encore  de  citer  le  problème  de  l'aiguille  et  celui  de 
Pélcrsbourg, 

Des  lignes  parallèles  et  équidistantes  sont  tracées  sur  un  plan 
indéfini;  on  lance  au  hasard  sur  ce  plan  une  aiguille.  Quelle 
est  I»  probabilité  pour  que  l'aiguille,  parvenue  au  repos,  ren- 
contre l'une  des  parallèles?  La  théorie  répond 


I  étant  la  longueur  de  l'aiguille  et  a  la  distance  de  deux  paral- 
lèles. De  là  résulterait  un  moyen,  assurément  plus  curieux 
qu'utile,  de  calculer  approximativement  le  rapport  nde  la  cir- 
conférence au  diamètre. 

Le  problème  de  Péiersbourg  est  resté  célèbre  à  cause  des  con- 
troverses singulières  qu'il  a  suscitées. 

Pierre  et  Paul  jouent  à  pile  ou  face  aux  conditions  sui- 
vantes :  Pierre  payera  à  Paul  i''  s'il  amène  pile  au  premier 
coup,  %''  s'il  n'amène  pile  qu'au  deuxième  coup,  j''  s'il  n'amène 
pile  qu'au  troisième  coup,  , ,.,  a"-'  francs  s'il  n'amène  pile  qu'au 
/t"**  coup,  et  ainsi  de  suite,  de  manière  que  la  partie  ne  se  ter- 
mine que  lorsque  Pierre  aura  amené  pile.  Quelle  est  l'espé- 
rance mathématique  de  Paul  ?  Le  calcul  apprend  que  cette  espé- 
rance est  inlinie.  On  a  voulu  voir  là  un  paradoxe.  Un  tel  jeu 
est   déraisonnable,  d'accord;   il  pourrait  même  devenir  impra- 
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ticable  si  l'on  introduisait  la  condition  de  déposer  la  mise  chaque 
fois  avant  de  jeter  la  pièce.  Mais  l'assertion  du  calcul  est  exacte, 
et  rien  ne  saurait  prévaloir  contre  fllle,  ni  la  doctrine  de  l'es- 
)icrance  morale  de  Daniel  Bernoulli,  ni  les  dissertations  élo- 
quentes de  ButTon. 

«  Un  ingénieur  calcule  la  charge  capable  d'abaisser  deo'°,5o 
le  tablier  d'un  pont.  L'épreuve  est  inutile,  imprudente,  dange- 
reuse; le  poids  calculé  est-il  moins  juste?  Il  est  mauvais  de 
trop  charger  un  pont,  mauvais  aussi  de  jouer  trop  gros  jeu. 
Cela  ne  change  ni  la  théorie  du  jeu,  ni  celle  de  l'élasticité.  ■> 

IV.  —  Les  êpbelves  répétées  et  le  tmkoréhb  de  Bbui'odlu. 


La  théorie  des  chances  acquiert  une  grande  importance, 
lorsque,  au  lieu  de  l'appliquer  à  la  recherche  de  la  probabilité 
d'un  événement  qui  ne  doit  plus  se  reproduire,  on  considère 
des  épreuves  répétées  un  gjrand  nombre  de  fois  dans  des  cireon- 
staDces  identiques. 

Soient  p  eiq  les  probabilités  de  deux  événements  contraires 
\  et  B,  en  sorte  que  p-t-'g  =  i.  Désignons  par  la  notation 
iA„Bj,-n)  l'événement  composé  qui  consiste  dans  m  appari- 
tions de  A  et  fi  —  m  apparitions  de  B,  sur  \t  épreuves. 

La  probabilité  de  l'événement  (AmB|i_,„)  est  égale  au 
(fft-)-i)'*"'  terme  du  développement  du  binôme  ip-t-g)^ 
ordonné  suivant  lei  puissance»  croissantes  de  p. 

Par  exemple,  si,  dans  une  urne  renfermant  \  boules  blanches 
et  5  noires,  on  fait  trois  tirages  successifs  en  remettant  dans 
l'urne  la  boule  sortie,  la  probabilité  d'amener  i  blanche  et 
■1  rouges  sera 

3.- 


9\9/       a43 


Tel  est  le  principe  des  épreuves  répétées.  On  en  déduit  ce 
corollaire  important  : 

Si  le  nombre  \l  des  épreuves  est  très  considérable,  l'évé- 
nement composé  le  plus  probable  est  (A^p,  Bji,),  c'est-à-dire 
celui  oà  les  événements  simples  A  et  B  entrent  proportion- 
nellement à  leurs  probabilités.  Cet  événement  composé, 
quoique  étant  le  plus  probable,  n'a  cependant  qu'une  probabi- 
lité très  faible  si  \t.  est,  comme  nous  le  supposons,  considérable. 

On  regarde  ordinairement  la  valeur  la  plus  probable  jtp  du 
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nombre  des  apparitioiij  de  l'événement  A  comme  une  valeur 
normale  à  laquelle  on  rapporte  les  autres  nombres  d'arrivées  de 
cet  événement.  Ainsi,  l'on  pose  m  =  ixp  —  s,  s  étant  d'ailleurs 
positif  ou  négatif;  il  en  résulte  [i  —  m  =  [iq  -h  s,  en  sorte  que 
l'événement  composé  quelconque  (AmBji-m);  se  trouve  désigné 
par(A[ip^îB^,+;)  la  quantité  sel  ec  qu'on  nomme  l'écart  re- 
latif à  cet  événement.  Si,  par  exemple,  à  pile  ou  face,  sur  loooo 
épreuves,  face  se  présente  Soiy  fois,  on  aura  n  =  loooo,  />  =  |, 
d'où  5oooo  —  s  =  5017;  l'écart  sera  donc  — 17. 

Lorsque  fi  est  un  grand  nombre,  le  calcul  des  termes  du  déve- 
loppement du  binôme  devient  impraticable,  même  avec  une 
Table  de  logarithmes;  il  faut  avoir  recours  à  la  formule  d'ap- 
proximation de  Stirling 


dont  M.  Bertrand  donne  u 
A  l'aide  de  cette  formule. 


pour  la  valeur  approchée  de  la  probabilité 
(A|ip,  B^)  la  plus  probable. 
On  démontre  en  outre  que,  si  l'on  pose 


^ 


(3) 


pùttr  la  probabilité  que  l'écart  z  soit  compris  entre  !X  et  —  n, 
c'est-à-dire  pour  que  le  nombre  d'arrivées  de  l'événement  A  soii 
compris  entre  [j/>  -  a  et  f^/j  -t-  a. 

Enfin  de  cette  formule  remarquable,  qu'on  nomme  formule 
des  écarts,  résulte  aisément  la  proposition  suivante  : 

Soient  p  la  probabilité  de  l'événement  A  et  m  le  nombre 
des  apparitions  de  cet  événement  sur  \i  épreuves;  on  peut 
prendre   ji  assez  grand  pour  qu'il  y  ait  une  probabilité 
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\i  voisine  que  l'on  voudra  de  la  certitude  que  l'écart 


-elatij 


devienne  infit'ieur  à  toute  quantité  donnée.:] 

C'est  le  théorème  de  Jacques  Bernoulli. 

Les  géomètres  du  KVti°  siècle,  Pascal,  Fermai,  Leibnilz, 
Hu^gens  n'avaient  guère  en  vue  que  le  problème  des  partis. 
et  le  Calcul  des  probabilités  n'était  à  leurs  yeux  qu'uoe  science 
pureracDt  spéculative.  C'est  le  théorème  de  Bernoulli  qui. 
publié  en  1713  dans  VÂrs  conjectandi,  a  donné  à  la  théorie 
(tes  chances  sa  valeur  objective. 

Outre  la  démonstration  qui  dérive  de  la  formule  des  écarts, 
M.  Bertrand  donne  du  théorème  de  Bernoulli  deux  preuves 
plus  élémentaires  fondées  sur  la  considération  de  la  valeur  pro- 
bable du  carré  ou  de  la  valeur  absolue  de  l'écart.  C'est  sans 
doute  par  inadvertance  que,  dans  le  premier  des  deux  Chapi- 
tres consacrés  à  ce  sujet,  le  théorème  n'a  pas  été  énoncé  en 
termes  formels.  «  Le  hasard  corrige  le  hasard  >  est  une  image 
heureuse,  mais  qui. devrait  être  immédiatement  suivie  d'un 
énoncé  mathématique. 

Le  théorème  de  Bernoulli  est  susceptible  de  nombreuses  appli- 
cations :  mais  encore  y  a-t-il  certaines  précautions  à  prendre. 
Deux  conditions  sont  indispensables,  et  il  faut  préalablement 
s'assurer  qu'elles  sont  remplies  ;  la  probabilité  doit  rester  con- 
stante pendant  les  épreuves;  elle  doit  en  outre  avoir  une 
valeur  objective,  c'est-à-dire  bien  déterminée  indépendamment 
des  renseignements  connus,  la  même  en  un  mot  pour  tous 
ceux  qui  l'évaluent  sans  se  tromper.  Par  exemple,  la  probabi- 
lité pour  qu'il  pleuve  demain,  la  probabilité  pour  qu'un  homme 
âgé  de  4o  ans  vive  dans  dix  ans,  sont  subjectives  et  ne  com- 
portent pas  l'application  du  théorème  de  Bernoulli.  M.  Ber- 
trand se  livre  sur  ce  sujet  à  une  dissertation  un  peu  étendue, 
mais  fort  il 


V.  —  La  niriNB  des  joueurs. 

E^ierre  joue  à  un  jeu  équitable  une  série  de  parties.  Sa  misr 
à  chaque  partie  esta  et  celle  de  son  adversaire  est  b;  en  sorte 
que,  à  chaque  partie,  Pierre  expose  a  francs  avec  une  proba- 


,,GoogIc 


(  56.   ) 
bilité  égale  à  — "-    d'en  gagner  *.  Plu?  b  e«  granci,  a  restant 

le  même,  plus  Pierre  joue  gros  Jeu;  c'est  une  drlinilion. 

Or  la  formule  des  i^carls  montre  que  la  probabilité  P,  pour 
qu'après  |x  parties  la  somme  perdue  ou  gagnée  par  Pierre  soit 
inférieure  à  une  somme  donnée  S,  a  pour  expression 

La  situation  faite  à  Pierre  parles  conditions  du  jeu  et  par  le 
nombre  ;j,  des  parties  dépend  donc  uniquement  du  produit 
^ab.  Plus  Pierre  joue  gros  jeu,  c'est-à-dire  plus  b  est  grand 
a  restant  le  même,  moindre  est  le  nombre  \l  des  parties  qu'il 
faut  jouer  pour  amener  la  même  situation,  c'est-à-dire  le  nii'nie 
gain  linal  ou  la  même  perte;  p;  est  inversement  proportionnel 
à  b.  Ainsi  supposons  que,  dans  un  cas,  Pierre  expose  à  chaque 
partie  lo''  pour  en  gagner  autant,  et  que  dans  une  seconde 
série  il  espose  encore  lo''  pour  en  gagner  3So,  le  jeu  étant 
toujours,  bien  entendu,  supposé  équitable;  il  faudra  dans  ce 
second  cas  faire  un  nombre  de  parties  33  fuis  moindre  que 
dans  la  première,  jSi  par  exemple  au  lieu  de  30000. 

La  quantité  i  —  P  représente  la  probabilité  pour  que  la 
perle  de  Pierre,  dans  jx  parties,  aux  conditions  indiquées,  soit 
plus  grande  que  S.  Or  les  Table*  de  la  fonction  6  donnent 

6(0,09)  =  0,10; 
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nombre  des  parties  est  fixé  d'avance,  le  règlement  ayant  lieu  à 

Cette  application  intéressante  de  la  formule  des  écarts  nous 
ramène  à  la  théorie  du  jeu,  qui  se  mêle,  bon  gré  malgré,  à  toute 
exposition  des  principes  du  Calcul  des  probabilités. 

La  question  de  la  ruine  des  joueurs  et  de  la  durée  du  jeu  a 
préoccupé  les  géomètres  les  plus  distingués,  Huygens,  Moivre, 
Lagrange,  Laplace,  Ampère,  etc.;  elle  est  cependant  loin  d'être 
épuisée,  tant  on  peut  changer  les  conditions  et  varier  le  point 
de  vue. 

Voici  les  principales  questions  traitées  dans  le  Livre  de 
M.  Bertrand. 

Pierre,  joue  contre  le  public,  c'est-à-dire  contre  tout  venant, 
ou  encore  contre  un  adversaire  inliniment  riche.  Le  jeu  est 
équitable  ou  non,  mais  les  conditions  sont  invariables  d'une 
partie  à  l'autre.  Quelle  est  la  probabilité  pour  qu'il  finisse  par 

Désignons  par  p  la  probabilité  que  Pierre  a  de  gagner  à 
chaque  partie,  par  a  sa  mise,  par  b  celle  de  l'adversaire  et  par  e 
la  quantité 

ia  +  b)p-a, 

que  nous  nommerons  Vavantage  de  Pierre  à  chaque  coup; 
avantage  qui  est  nul  quand  le  jeu  est  équitable  et  qui  constitue 
en  réalité  une  défaveur  lorsqu'il  est  négatif. 

Cela  posé,  le  calcul  montre  que  la  ruine  de  Pierre  est  certaine 
si  E  est  négatif  ou  nul  ;  si  i,  est  positif,  la  certitude  de  ruine  dis- 
parait; c'est  le  cas  du  banquier  dans  les  Jeus  publics.  Par 
exemple,  à  la  roulette  ordinaire,  la  probabilité  p  du  banquier 

à  chaque  partie  est  ^i  et,  les  mises  étant  égales,  on  a 

■=■"='■-'>- 1- 

La  chance  de  ruine  du  banquier  est 


a  étant  le  rapport  de  sa  fortune   à  la   mise  totale  de  1' 
coups.  Cette  chance  est  très  faible;  pourn  =jooo.  elle  c 
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Oionaissant  la  fortune  m  de  Pierre,  on  peut  se  ileiiiander 
quelle  est  la  probabilité  pour  que  Pierre,  jouant  contre  le  pu- 
blic, dans  des  conditions  équitables,  soit  ruiné  juste  à  la  fin  de 
la  [i*"™"  partie.  L'enjeu  étant  de  i''  la  partie,  on  trouve  pour 
cette  probabilité  la  valeur  approcbée  très  simple 


d'où  résulte  la  probabilité 


-m 


pour  que  Pierre  soit  ruine  avant  le  jt''™  coup.  Par  exemple.  <'î 
m  —  ioo'%  la  probabilité  pour  que  la  ruine  de  Pierre  précède 
la  dix-millième  partie  est  o,3i3j.  De  la  première  formule  on 
déduit  encore  que  le  nombre  u.  des  partie?:  pour  lequel  la  pro- 
babilité de  voir  Pierre  ruiné  juste  au  fi'™*  coup  a  )a  valeur 
maxima  est 


ce  nombre  est  égal  à  13^3  quand  /nest  égal  à  loo,  et  ta  proba- 
bilité maxîma  est 

o,ooooga5. 

Pierre  et  Paul,  dont  les  fortunes  sont  respectivement  A  et  B, 
font  un  nombre  illimité  de  parties.  Quelle  est  pour  Pierre  la 
probabilité  P  de  ruiner  Paul?  Si  le  jeu  est  équitable,  on  a 

P=— ^-    . 

A-hB 

Quand  le  jeu  n'est  pas  équitable,  la  réponse  est  moins  simple; 
en  désignant  par  a  et  &  les  mises  à  cbaque  coup,  par  p  et 
q  T=i  —  p  les  probabilités  respectives  de  Pierre  et  de  Paul  pour 
gagner  chaque  partie,  on  a 

~  ïA+ll__  I  ' 

a  désignant  la  racine  positive,  autre  que  i,  de  l'équation  tri- 
^X"*-6— X''+g  =  o. 
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Le  résultat  se  traduit  aisénient  en  langage  ordinaire  dans  ic 
cas  parliculicr  où  a  =:  b  =  i  et  A  =  B.  Les  chances  de  ruine 
pour  les  deu\  jojeurs  sont  dans  le  rapport  de  /)*  à  9*, 

Pierre  et  Paul  jouent  l'un  contre  l'autre  jusqu'à  la  ruine  de 
l'un  d'eux;  A  et  B  sont  leurs  fortunes  primitives,  a  et  &  leurs 
mises  à  chaque  partie,  p  el  q  ■=  i  — p  leurs  prpliabilités  rL'« 
pectives  de  gagner  l'une  quelconque  des  parties.  Quelle  est  la 
valeur  probable  V  du  nombre  des  parties  qui  seront  jouée»? 
En  d'autres  termes,  si  l'on  promet  à  une  troisième  personne, 
Jean,  qui  ne  participe  pas  au  jeu,  i'''  par  partie  jouée,  quelle 
est  l'espéranee  mathématique  de  Jean?  Lorsque  le  jeu  est  équi- 
lahle,  on  a 

le  nombre  probable  des  parties  est  proportionnel  au  produit 
des  fortunes.  Mais  qu'arrive-t-il  quand  le  jeu  n'est  pas  équi- 
table et  quelle  proposition  faut-il  substituer  au  théorème  si 
élégant  de  H.  Bertrand?  L'élude  de  ce  cas  nous  a  conduit  â  une 
proposition  qui  se  recommande  aussi  par  sa  simplicité;  la  for- 
mule est  alors 

(a  +  f>)p  —  a  ' 

où  P  désigne  la  probabilité,  calculée  dans  t'atinéa  précédent, 
pour  que  Pieri'c  ruine  Paul.  En  donnant  au  mot  avantage  le 
sens  précis  que  nous  avons  indiqué  au  commencement  de  ce 
paragraphe,  on  peut  dire  :  le  nombre  probable  des  parties  est 
égal  au  rapport  de  l'avantage  total  de  l'un  quelconque  des  deux 
joueurs  à  t'avantage  du  même  joueur  dans  chaque  partie. 

A  propos  de  ce  théorème,  M.  Bertrand  signale  une  tentative 
de  démonstration  a  priori  qu'il  propose  comme  un  nouvel 
exemple  de  ces  raisonnements  en  apparence  fort  plausibles, 
mais  dépourvus  de  rigueur,  auxquels  on  est  particulièrement 
exposé  dans  la  théorie  des  chances.  Qu'on  nous  permette  ici 
une  réflexion.  J^es  vues  a  priori  procurent  à  l'esprit  une  satis- 
faction incontestable.  Mais  la  plupart  de  ces  démonstrations 
ne  sont-elles  pas  suggérées  par  la  connaissance  préalable  du 
résultat?  Lorsque  Poinsot  disait  :  «  les  formules  ne  donnent  que 
ce  qu'on  v  a  mis  s,  ne  plaidait-il  pas  un  peu  sa  propre  cause? 
Pris  ù  la  lettre,  cet  aphorisme  de  l'émincnt  géomètre  ne  serait 
lien  niiiins  que  hi   négation  ilc  l'Algrbre.  Les  transformations 
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(l'une  équation  algébrique  ne  soni  au  fond  que  des  transforma- 
lions  de  l'idée  qu'elle  e\|)rtme;  mais,  faites  d'une  main  sûre 
d'après  des  règles  connues,  elles  conduisent  naturellement  à 
des  rapprochements  qui,  sans  le  secours  des  formules,  reste- 
raient souvent  inaperçus. 

Pierre  et  Paul  jouent  l'un  contre  l'autre  avec  des  probabi- 
lités égales.  Ils  possèdent  chacun  n  francs  avant  d'entrer  au 
jeu  ;  à  chaque  partie  le  perdant  donne  i''  au  gagnant,  et  le  jeu 
ne  eesse  que  lorsque  l'un  quelconque  des  joueurs  est  ruiné. 
Quelle  est  la-  probabilité  pour  que  le  jeu  se  termine  précisément 
à  la  fin  de  la  \>."°"  partie?  Cette  probabilité  est  nulle  si  [i.  —  n 
est  impair;  mais,  si  |i  ^  n  est  pair,  l'eupression  de  la  probabi- 
lité, sans  être  compliquée,  ne  saurait  être  traduite  simplement 
en  langage  ordinaire;  elle  contient  en  facteur  un  déterminant 
composé,  chose  assez  curieuse,  avec  les  couffictents  de  la  fonc- 
tion bien  connue  Vn  que  l'on  rencontre  dans  la' théorie  de  la 
division  du  cercle  en  parties  égales.  Pour  /i  =  2  ou  /i  =  3,  ce 
déterminant  se  réduit  à  son  terme  pnncipal  et  l'on  obtient  les 
résultats  suivants  :  si  la  fortune  primitive  de  chacun  des  joueurs 

t  de  a''',  la  probabilité  pour  que  le  jeu  cesse  au  ai'.'"*'  coup 
)  tandis  que,  si  la  fortune  primitive  est  égale  à  2'',  la 
probabilité  pour  que  le  jeu  se  termine  à  la  (i{x  +  t)''""'  partie 


■ar 

obabilit' 
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Les  joueurs  systématiques  espèrent  accroître  leurs  chances 
de  gain  en  observant  une  certaine  progression  dans  leurs  mises, 
en  réglant  d'une  certaine  façon  leurs  entrées  au  jeu  et  leurs 
sorties.  Pierre,  par  exemple,  entre  au  jeu,  supposé  équitable, 
avec  la  résolution  de  continuer  tant  qu'il  gagnera  et  de  se  re- 
tirer dés  sa  première  perte.  Il  se  dit  que  le  nombre  des  parties 
pouvant  être  illimité,  son  bénéfice  peut  être  immense,  tandis 
que  sa  perte  ne  peut  dépasser  sa  mise  pour  une  seule  partie. 
Pierre  se  leurre  d'un  vain  espoir;  p  étant  sa  probabilité  et 
ç  ■=  i  —  p  celle  de  son  adversaire  pour  gagner  l'une  quelconque 
des  parties,  et  a/  et  A/  désignant  les  mises  des  deux  joueurs  à 
la  partie  de  rang  e,  la  valeur  probable  des  sommes  que  Pierre 
espère  toucher  a  pour  expression 

pqi,a,+  b,)-h  p'qia,-h  bt-i-  a,-h  ii,t 

-i-  /)'7ini-(-  6i-(-  «i—  tj-i-  rtj-i-  6j)  -!-  . 
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tandis  que  la  valeur  probable  de  ses  débours  possibles  est 

qa,-\-pq{a,-hat)-^p^q{a,-\-at-\-a,)-\-...; 

or  ces  deux  valeurs  sont  égales,  puisque,  le  jeu  étant  équitable, 

p(ai-\-bi)  =  at. 

Ce  calcul  n'était  pas  d'ailleurs  indispensable.  Toutes  les  combi- 
naisons plus  ou  moins  ingénieuses  des  joueurs  systématiques 
sont  illusoires  ;  si  le  jeu  est  équitable,  l'espérance  mathématique 
du  joueur  est  pour  chaque  partie  égale  â  celle  de  son  adver- 
saire, et  cette  égalité  subsiste  quels  que  soient  la  progression 
des  mises  et  le  nombre  des  parties.  Le  joueur  peut  accroître  la 
valeur  possible  de  son  gain,  mais  en  diminuant  proportionnel- 
lement la  probabilité  de  l'obtenir. 

VI.  —  La  probabiutr  a  posteriori. 

Après  cette  digression  sur  la  durée  du  jeu,  revenons  aux 
principes;  il  n'en  reste  plus  qu'un  à  exposer  :  c'est  le  théorème 
sur  la  probabilité  des  causes  ou  \a  probabilité  a  posteriori,  que 
Bayes  a  fait  connaître  en  1763  dans  les  Transactions  philoso- 
phiques. 

Il  résulte  des  principes  de  la  probabilité  totale  et  de  la  pro- 
babilité composée  que,  lorsqu'un  événement  £.  peut  provenir 
(le  plusieurs  causes  C,,  Cj,  ....  Ca  qui  s'excluent  mutuelle- 
ment, sa  probabilité  a  pour  expression 

qi  désignant  la  probabilité  d'action  a  priori,  c'est-à-dire  avant 
toute  épreuve,  de  la  cause  C,-,  et  pi  désignant  la  probabilité 
que  la  cause  C/,  quand  elle  agit,  donne  à  l'événement. 

Mais,  après  l'épreuve,  quand  l'événement  E  est  arrivé,  la 
probabilité  Q^  pour  qu'il  soit  dû  à  l'action  de  la  cause  d  dif- 
fère de  qi;  on  lut  donne  le  nom  de  probabilité  a  posteriori 
de  la  cause  considérée. 

Un  exemple  rendra  la  distinction  très  sensible  :  deux  urnes, 
d'apparence  semblable,  renferment,  la  première,  6  boules  blan- 
ches et  I  noire;  la  seconde,  -t  boules  blanclies  et  5  noïri:!'; 
l'événement  consiste  dans  l'extraction  d'une  boule  blanche.  Les 
causes   sont    ici    le?   deux    urnes;    leurs   probabilités   d'action 
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a  priori  sont  q\=  ?i—  ->  puisque  les  urnes  sont  semblables. 
Les  probabilités  que  te  choi\  de  l'urne  donne  à  l'événement 
nontpi=  -  pour  la  prennièrc  urne  et  p,—  -  pour  la  seconde; 
en  sorte  que  la  probabilité  de  la  sortie  d'une  boule  blanche  est 


Posons  maintenant  la  question  d'autre  sorte.  Supposons  que 
l'événement  ait  eu  lieu,  que  la  boule  tirée  soit  blanche.  Si  l'on 
demande  quelle  est  alors  la  probabilité  Q,  pour  que  la  boule 
provienne  de  la  première  urne,  on  sent  bien  que  Qi  n'est  pas 

égal  à  -,  mais  lui  est  supérieur. 

La  règle  de  Bayes  a  pour  objet  la  détermination  de  ces  pro- 
babilités a  posteriori  Qi,  Qi,  ,, .,  Q„.  Voici  son  énoncé  : 
Plusieurs  causes  Ci,  Ci,  . ..,  Cn peitvent  produire  unévè- 
?i .  yii  ■  ■  ■ ,  ?n  ^o"'  '**  probabilités   a  priori  de 
causes,  et  pi,  pt,  . . . ,  pn  font  let  probabilités  que  cha- 
le  d'elles  donne  à  l'événement.  Quand  l'éoénement  E 
u  lieu,  la  probabilité  Qi  pour  qu'Usait  dû  à  la  cause  C,- 
donnée  par  la  formule 

n..  =  - EiSl 


(4) 


^p„q„ 


En  d'autres  termes,  les  probabilités  a  posteriori  Qi,  Qi, 
sont  proportionnelles  au\  produits  de  la  probabilité  a 
de  chaque  cause  par  la  probabilité  qu'elle  donne  à  1' 

Dans  l'exemple  considéré  ci-dessus,  on  a 


Une  urne  contient  des  boules  blanches  et  des  boules  noires. 
Chaque  boule  porte  un  des  n°"  I,  2,  ...,  n.  On  connaît  pour 
l'un  quelconque  i  de  ce?  numéros  le  rapport  qc  du  nombre  des 
boules  marquées  i  au  nombre  total  des  boules,  et  aussi  le  rap- 
port/)/ du  nombre  des  boules  blanches  marquées  t  au  nombre 
total  des  boule.a  qui  portent  le  même  numéro.  On  a  tiré  une 
boule,  elle  est  blanche;  quelle  est  la  probabilité  Qf  pour  qu'elle 


,,  Google 


(  i68  ) 
parle  le  n°  e'?  La  solution  ei>t  donnée  par  la  formule  (j)  :  ici  ce 
sont  les  numéros  qvi  représentent  les  causes. 

Une  urne  contient  fx  boules,  blanches  ou  noires,  en  propor- 
tion inronnue.  On  a  fait  n  tirages,  en  remettant  chaque  foi* 
dans  l'urne  la  boule  fortic.  Les  n  tirages  n'ont  amené  que  des 
boules  blanches.  Quelle  est  la  probabilité  Q^  pour  que  loiites 
les  boules  île  l'urne  soient  blanches? 

Toutes  les  hypothèses  sur  la  composition  de  l'urne  sont  pos- 
sibles :  ce  sont  là  les  causes  C«,  C,,  G„  ...,  Ca.  La  cause  Ci, 
relative  au  cas  où  l'urne  serait  composée  de  i  boules  blanches 
et  de  ji  —  {  boules  noires,  donne  à  l'événement  la  probabilité 

/(f=  I  —  1  •  Mais  les  probabilités,  a  priori,  q,,  . ..,  q^  des  di- 
verses compositions  de  l'urne  restent  complètement  inconnues- 
La  probabilité  demandée ,  c'est-à-dire  la  probabilité  a  potte- 
riori  de  la  cause  C^,  contient  donc  dans  son  e\pres5ion 


ar'-a)^— (ï)v 


les  rapports  inconnus  de  Çi,  q^,  .. .,  Jji-i  à  ^ff.. 

Le  problème,  tel  qu'il  est  posé,  est  donc  insoluble,  les  don- 
nées étant  insufCsantes.  Il  devient  bien  déterminé,  si  l'on  ad- 
met que  toutes  les  compositions  de  l'urne  sont  également  pos- 
sibles :  les  rapports  en  question  sont  alors  égaux  à  l'unité  et 


%- 


^"L^ 


Le  problème  serait  encore  déterminé,  mais  le  résultat  se- 
rait tout  autre,  si  l'on  admettait  que  la  composition  de  l'urne 
H  été  faite  au  moyen  d'un  tirage  au  sort  de  la  couleur  blanche 
ou  noire,  avec  probabilité  -  pour  chacune  des  couleurs,  on,  ce 
qui  revient  au  même,  en  tirant  ii  pile  ou  face  la  couleur  de 
chaque  boule.  Alors,  les  probabilités  a  jDriori  7»,  ?t,  ji,  ■-->  î|t 
seraient  les  divers  termes  du  développement  de  (  — ^  ~]  ' 
et  l'on  aurait 

0   = ^ ■ 
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Une  indétermination  du  même  genre  se  rencontrerait  dans  le 

Une  urne  contient  ji.  boules,  blanches  ou  noires,  en  propor- 
tion inconnue.  On  a  fait  m-^  rt  tirages,  en  remettant  chaque 
fois  dans  l'urne  la  boule  sortie.  On  a  ainsi  obtenu  m  boules 
blanches  et  n  noires.  Quelle  est  la  composition  ta  plus  pro- 
bable de  l'urne? 

Toutes  les  hvpoihéses  sur  la  composition  de  l'urne  étaient 
possibles  avant  l'épreuve.  Le  nombre  s:  des  boules  blanches 
peut  prendre  toutes  les  valeurs  entières  entre  o  et  [i;  chacune 
de  ces  hypothèses  sur  la  valeur  de  x  donne  à  l'événement, 
c'est-à-dire  à  la  sortie  de  m  blanches  et  de  n  noires,  la  prO' 
habilité 


ni.a...nVc/     \        C/ 


mais  la  probabilité  a  priori  de  chacune  de  ces  hypothèses  sur 
la  valeur  de  x  reste  inconnue,  et  le  problème  reste  insoluble 
tant  qu'on  n'ajoute  rien  à  l'énoncé. 

Si  l'on  complète  l'énoncé  en  regardant  toutes  les  hypo- 
thèses, en  nombre  infini,  comme  également  possibles,  les  quan- 
tités q  qui  lîgurcnt  dans  la  formule  de  fiaycs  disparaissent,  et 
les  probabilités  a  posteriori  Q  deviennent  simplement  pro- 
portionnelles aux  valeurs  de  p,  c'cst-à^ire  aux  valeurs  de 

La  composition  la  plus  probable  de  l'urne  répondra  donc  à 
la  valeur  de  x  qui  rend  ce  produit  maximum  ;  et  comme,  d'a- 
près un  théorème  élémentaire,  cette  valeur  de  j:  est  donnée 
par  la  relation 


on  voit  que,  dans  la  compositio 

du  nombre  des  boules  blanches  à  celui 

Si  l'on  complétait,  au  contraire,  l'énoncé,  en  admettant,  ce 
qui  est  plus  rationnel,  que  ta  composition  de  l'urne  a  été  fixée 
par  le  hasard,  c'est-à-dire,  comme  nous  l'avons  expliqué  au 
problème  précèdent,  en  tirant  à  pile  ou  face  la  couleur  de 
chaque  boule,  le  résultat  serait  bien  dilTérent.  On  trouve  alors 
que,  dans  la  composition  la  plus  probable  de  l'urne,  le  rap- 
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port  dj  nombre  des  boules  blanches  â  celui  des  boules  noires 
est,  si  ji  est  assez  grand,  égal  au  rapport  de  [i-i-2ni  à 
[I  4-  an. 

Il  faut  bien  le  dire  :  on  a  fait  parfois  de  la  règle  de  Bayes  des 
applications  bien  peu  judicieuses.  BufTon  a  jeté  ^o\a  fois  une 
pièce  de  monnaie  et  a  obtenu  face  ao4S  fois.  Quelle  est  la  pro- 
babilité pour  que  la  pièce  filt  Imparfaite  et  eût  une  tendance 
à  favoriser  face?  La  question  est  insoluble,  les  données  man- 
quent, la  probabilité  a  priori  de  telle  ou  telle  imperfection  de 
la  piSce  est  inconnue.  Poisson  l'a  cependant  calculée.  Mais  son 
raisonnement  suppose  que,  si  l'on  désigne  respectivement  par 

— 1-  a  et Ji  les  probabilités  données  par  la  pièce  i  l'arrivée 

de  face  et  à  l'arrivée  de  pile,  toutes  les  valeurs  de  s  entre 

et  H —  soient  également  possibles  a  priori.  II  trouve  o,8i  pour 

la  probabilité  que  s  soit  positif.  M.  Bertrand  fait  voir  que,  si  la 
pièce  n'avait  été  jetée  qu'une  fois  et  qu'elle  eût  montré  face,  un 
calcul  fondé  sur  le  même  piincipe  donnerait  0,7!  pour  la  pro- 
babilité que  la  pièce  eût  une  tendance  à  favoriser  face.  Or.  dans 
ce  cas,  l'événement  ne  saurait  évidemment  rien  apprendre  sur 
la  qualité  de  la  pièce.  Que  vaut  donc  le  principe  du  calcul  de 

La  liste  serait  longue  des  erreurs  de  ce  genre,  que  .M.  Ber- 
trand se  plait  à  relever,  saisissant  ainsi  l'occasion  d'exercer  sa 
verve  étincelante,  pour  la  grande  joie  de  ses  lecteurs. 

Un  corollaire  important  du  théorème  de  Rayes  est  relatif  à 
la  recherche  de  la  probabilité  des  événements  futurs  déduite 
des  événements  observés.  Le  voici  1 

Soient  E  el  K'  deux  événements  dépendant  l'un  et  l'autre 
fies  causes  C],  (^i,  . , . ,  C,  dont  les  probabiliiés  a  priori  sont 
qu  îi.  ....  qn'i  soient  encore  pi,  pi,  ...,  p„  les probabilitét 

que  ces  causes  donnent  à  l'éfénement  E,  et p\,  />', p'„ 

les  probabilités  qu'elles  donnent  à  l'événement  E' .  La  pro&a- 
bililépour  que,  l'événement  E  ayant  eu  lieu,  l'événement  K' 
se  produise,  a  pour  crpression 

(5)  ptp\qi-*-p,pjqi^----^-p«p'^qn  ^ 

P,qi-i-/'iq,-i-..->-p,.q„ 
Par  exemple,  une  urne  contient  des  boules  blanches  et  de<> 
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boules  noires  eo  proportion  inconnue  ;  toutes  les  hypothèses  sur 
la  composition  de  l'urne  sont  supposées  également  possibles. 
On  a  fait  m-i-  n  tirages,  en  remettant  cliaque  fois  dans  l'urne 
la  boule  sortie.  On  a  amené  tle  la  sorte  m  boules  blanches  et 
n  noires.  Quelle  est  la  probabilité  pour  qu'un  nouveau  tirage 
donne  une  boule  blanche?  On  trouve 


Plus  encore  peut-être  que  le  ibéorème  de  Bayes,  cette  for- 
mule a  donné  lieu  à  des  applications  ridicules.  Condorcel  n'est- 
il  pas  allé  jusqu'à  en  déduire  la  probabilité  pour  que  le  Soleil 
se  lève  demain!  Mais  comment  accepter  l'assimilation  entre  la 
probabilité  de  voir  le  Soleil  se  lever  et  celle  d'extraire  une 
boule  blanche?  L'une  des  probabilités  est  subjective,  l'autre  est 
objective.  D'après  Condorcet,  la  probabilité  de  voir  le  Soleil  se 

lever  a  donc  été  ~  au  lendemain  de  la  création  de  l'homme, 

3  I     j        ■       J      '  .  .366 

-   au   surlendemain,    -  au  jour  suivant,  -^  =0,997  au  bout 


~7^  =0.999  990 

après  six  mille  ans. 

Si  la  croyance  au  lever  du  Soleil  s'est  changée  en  certitude, 
«  c'est  par  la  découverte  des  lois  astronomiques  et  non  par  le 
succès  renouvelé  d'un  même  jeu  de  hasard  ». 

VII.  —  li\  LOI  l>E   PROBABILITÉ  DES  ERREURS  FORTUITES. 

Parmi  les  applications  de  la  doctrine  des  chances,  celle  qui 
ofTre  le  plus  d'intérêt  est  relative  â  la  combinaison  des  erreurs 

Il  semblait  qu'il  n'y  eût  guère  qu'à  glaner  dans  un  champ 
si  habilement  exploité  par  Gauss  ;  on  va  voir  cepen<iant  quelle 
abondante  M.  Bertrand  a  su  encore  y  recueillir.  Mais, 
analyser  les  quatre  Chapitres  consacrés  à  ce  sujet,  nous 
préciser  le  problème  à  résoudre. 
Teurs  inhérentes  à  le  mesure  de  toute  grandeur  phy- 
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stque  sont  dites  syite'matiçues  ou  fortuites,  suivant  que  les 
causes  qui  les  produisent  sont  permanentes  et  régulières  ou  ir- 
régulières  et  accidentelles.  Les  erreurs  provenant  d'une  imper- 
fection spéciale  de  l'instrument  employé,  d'une  tendance  par- 
ticulière de  l'observation,  d'une  défectuosité  de  la  théorie,  etc., 
$c  rapportent  à  la  première  classe,  tandis  qu'il  faulranger  dans 
la  seconde  les  erreurs  ducs  à  l'imperfection  générale  de  nos 
sens,  aux  ébranlements  de  l'air,  aux  trépidations  des  sup- 
ports, etc.  Nous  excluons  de  la  recheiche  actuelle  les  erreurs 
systématiques  :  c'est  à  l'observation  qu'il  appartient  de  recher- 
cher les  causes  qui  peuvent  engendrer  une  erreur  constante, 
pour  apprécier  leur  effet  et  en  purger  les  observations.  Il  en 
est  tout  autrement  des  erreurs  fortuites;  on  est  o'bligé  de  les 
tolérer,  et  c'est  par  une  combinaison  habile  des  résultats  qu'on 
peut  réduire  leur  influence. 

La  question  se  pose  dès  lors  en  ces  termes  : 

On  a  déterminé,  à  l'aide  d'observations  faîtes  avec  le  même 

/■,,  r„   ...,/■„ 
de  n  fonctions, 


/<{U,V,W,...),     /,(ll,V,W,...). 


/„(U,V,W....>, 


de  m  inconnues  U,  V,  W,  . . .  ;  n  est  plus  grand  que  m.  On  de- 
mande de  trouver  les  meilleures  valeurs  de  U,  V,  W, 

A  chaque  système  u,  f,  w,  ...  de  valeurs  attribuées  à  U, 
V,  W,  ...  répondent  des  différences 


■)- 


entre  les  valeurs  calculées  et  les  valeurs  observées.  On  donne 
à  ces  différences  le  nom  de  résidus. 

L'idée  qui  s'olTre  la  première  serait  de  choisir  les  valeurs  de 
11,  V,  w,  ...  qui  rendent  minimum  la  somme  des  valeurs  abso- 
lues des  résidus.  Mais,  comme  l'Analyse  mathématique  se  prête 
mal  à  cette  condition,  Lcgencire  a  été  conduit  à  considérer  une 
somme  de  puissances  paires  des  résidus,  et  particulièrement  la 
somme  de  leurs  carrés,  afin  d'éviter  la  complication  des  cal~ 
culs.  La  méthode  â  laquelle  il  a  donné  le  nom  de  mélhode  drs 
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moindres  carrés  consiste  doni:  dans  le  choJ\  des  valeurs  de  u, 
V,  ir,  ...  qui  rendent  les  sommes  des  carrés  des  résidus  mi- 
Ces  ro n s idé rations  n'ont,  il  est  vrai,  rien  de  rigoureux;  mais 
il  faut  reconnaître  aussi  que  la  question  a  été  posée  d'une  ma- 
nière un  peu  vague.  L'énoncé  devient  plus  précis  lorsque,  au 
lieu  de  demander  les  valeurs  les  meilleures,  on  demande  les  va- 
leurs les  plus  probables. 

Seulement  une  nouvelle  question  surgit  alors  :  quelle  est  la 
toi  de  probabilité  des  erreurs  fortuites?  Voici  ce  qu'il  faut 
entendre  par  là  : 

D'après  le  principe  de  la  probabilité  totale,  si  un  intervalle 
se  compose  de  plusieurs  autres,  la  probabilité  pour  qu'une 
erreur  tombe  dans  l'intervalle  total  est  la  somme  des  probabi- 
lités pour  qu'elle  tombe  dans  chacun  des  intervalles  partiels. 
La  probabilité  pour  qu'une  erreur  tombe  entre  ar  et  a:  -(-  ii:c  est 
donc  la  diiïérentiellc  if(x)dT  de  la  fonction  qui  exprime  ta 
probabilité  pour  que  l'erreur  tombe  entre  o  et  :r,  et  la  proba- 
bilité pour  qu'une  erreur. tombe  entre  a  cl  b  est  exprimée  par 
l'intégrale 

La  recherche  de  la  fonction  <f(x),  qu'on  nomme  [a  facilité 
de  l'erreur  x,  est  donc  la  première  à  entreprendre. 

Disons  tout  de  suite  avec  Gauss  que,  à  proprement  parler, 
celte  recherche  est  vaine  :  «  VÏJ;  ac  ne  vixquidem,  nunquam 
in  praxi  possibile  erit.  hartc  functionem  a  priori  assi- 
gnare.  »  On  ne  saurait  découvrir  ce  qui  n'existe  pas;  mais  on 
peut  chercher  une  expression  analytique  qui  traduise  fidèle- 
ment les  caractères  généraux  des  erreurs  fortuites  et  que  ses 
:s  justifient. 

orde  à  reconnaître  aux  erreurs  fortuites  les 
trois  caractères  suivants  :  deux  erreurs  égales  et  de  signes  con- 
traires ont  la  même  prohabilité;  dans  une  même  série  d'obser- 
vations, toutes  les  erreurs  restent  comprises  entre  deux  limites 
très  resserrées  —  /  et  +  /,  dont  la  valeur  absolue  dépend  du 
georedes  observations;  enfin,  entre  les  limites  — /  et -h /,  les 
erreurs  sont  réparties  de  telle  façon  que  les  plus  petites  soient 
notablement  les  plus  probables. 

Il  résulte  de  là  que   o(3-)   doit  être  une   fonction    impaire. 
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prenant  sa  valeur  maximum  pour  ^  =  o,  puis  «lécroiss 
pîdement  quand  x  varie  de  o  à  ±  /,  de  manière  à  avi 
valeurs  insensibles  entre  —  i  et  —  œ,  ainsi  qu'entre  +  /  e 
on  a  d'ailleurs  par  là  même 


(6) 


J      '^{x)dT=,,  J'x<f(x)dx 


Ces  diverses  propriétés  sont  insuflisantes  pour  déterminer 
(p(x).  Mais  il  n'en  en  plus  ainsi  lorsque  les  observations 
sont  assez  bien  faites  pour  que  les  carrés  et  les  produits  des 
erreurs  soient  négligeables;  dans  ce  cas,  comme  le  démontre 
M.  Bertrand,  on  a 

(7)  ,<«).-|.-'— . 

La  dernière  condition  énoncée  est  en  général  remplie  dans  la 
pratique;  c'est  ce  qui  explique  pourquoi  cette  formule  se  trouve 
si  bien  justifiée  par  ses  conséquences. 

Celte  loi  de  probabilité  des  erreurs  fortuites  a  été  donnée 
pour  la  première  fois  par  Gauss,  dans  sa  Théorie  du  mou- 
vement des  corpz  célestes.  La  méthode  des  moindres  carrés 
en  est  un  corollaire  immédiat.  Dans  le  cas  particulier  où  il 
s'agit  d'une  même  grandeur  X  dont  on  fait  n  mesures  ij, 
Xt,  . . .,  Xn-,  la  méthode  donne  la  moyenne  arithmétique 


pour  la  valeur  la  plus  probable  de  X. 

C'est  en  quelque  sorte  la  marche  inverse  de  la  précédente 
que  Gau^s  a  suivie  pour  établir  la  formule  (7).  Il  prend  pour 
point  de  départ  celte  proposition  regardée  comme  un  axiome  : 
la  moyenne  arithmétique  entre  plusieurs  mesures  est  la  valeur 
la  plus  probable. 

Après  avoir  rapporté  la  démonstration  de  Gauss,  M.  Bertrand 
se  pose  une  question  intéressante  et  qu'il  rcsout  avec  beaucoup 
de  bonheur  :  si,  au  lieu  de  prendre  la  moyenne  arilhmélique 
pour  valeur  la  plus  probable,  on  attribuait  cette  propriété  à 

^(jTi.a-, ,x„) 
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-il  une  loi  correspondante  de  probft- 
biliié  des  erreurs?  La  réponse  est  négative;  elle  s'exprime 
élégamment  :  l'existence  d'une  loi  de  probabilité  impose  k  la 
fonction  ^  une  forme  telle  que,  si  l'on  donne  à  toutes  les  me- 
sures prises,  ^,,  rr,,  ..,,  x^,  un  même  accroissement  quel- 
conque a,  la  fonction  croisse  elle-mén)e  de  a. 

Pour  (compléter  l'étude  de  la  loi  de  Gauss,  il  faut  indiquer  la 
signification  du  paramétre  A',  apprendre  à  calculer  pour  chaque 
série  d'observations  la  valeur  correspondante  de  ce  paramètre, 
enfin  montrer  comment  on  a  pu  vérifier  l'exactitude  de  la  for- 

Quand  on  a  effectué  sur  un  angle  deux  séries  de  mesures,  en 
changeant  d'instrument  d'une  série  à  l'autre,  si  une  erreur 
d'une  minute  dans  le  premier  système  est  aussi  probable  qu'une 
erreur  d'une  seconde  dans  l'autre,  chacun  s'accordera  à  re- 
connaître que  le  second  système  de  mesures  est  60  fois  plus 
précis  que  le  premier.  Nous  dirons  donc,  d'après  cela  et  d'une 
manière  générale,  que  la  précision  P  d'un  système  de  mesures 
est  a  fois  plus  grande  que  la  précision  P'  d'un  autre  système, 
si  la  probabilité  d'une  erreur  comprise  entre  s  et  s  -^  ds  pour 
une  mesure  du  premier  système  est  égale  à  la  probabilité  d'une 
erreur  comprise  entre  az  et  az  +  d.y-s  dans  une  mesure  du 
second.  La  condition 


''el=^ 


La  précision  d'un  système  d'observations  sera  donc  me- 
surée  par  la  valeur  correspondante  k  du  paramètre,  si  l'on 
prend  pour  unité  de  précision  celle  d'un  système  dont  le  para- 
métre serait  égal  à  1. 

Voyons  maintenant  comment  on  peut  calculer  la  valeur 
de  k  qui  répond  à  un  système  de  mesures. 

Plaçons-nous  d'abord  dans  le  cas  où  les  mesures  portent  sur 
une  grandeur  dont  la  valeur  serait  exactement  connue. 

On  calculera  alors  en  fonction  de  A  l'expression  f{k)  de  ta 
valeur  probable  d'une  puissance  quelconque  s-'  de  l'erreur;  et. 
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comme,  en  vertu  du  ihéorème  de  Bernoulli,  sur  un  grand 
nombre  n  d'épreuves,  la  valeur  probable  d'une  quantité  diCTérr 
peu  de  la  moyenne  arithmétique,  si  l'on  désigne  par 

ei,  «1 «« 


on  aura  la  relation  approximative 

-'— '''^-— "'"--^  -/(*). 

d'où  l'on  déduira  *.  Si'i  pour  abréger  l'écriture,  on  représente 
par  S/  le  numérateur  du  premier  membre,  on  trouve  pour  k 
les  expressions 

^■- 

dont  la  concordance  constitue  une  véritable  vériricaiion  de  la 
loi  de  probabilité  des  erreurs.  Les  deux  premières  sont  les  plus 
simples,  cl  l'on  démontre  qu'en 


qui  mérite  le  plus  de  crédit.  M.  Bertrand  fait  connaître  plu- 
sieurs autres  formules  pouvant  remplacer  les  précédentes,  et 
parmi  lesquelles  nous  signalerons  celle-ci  : 


qui  est  analogue  à  (8)  et  probablement  plus  exacte. 

Voici  encore,  pouvant  servir  au  même  objet,  plusieurs  résul- 
tats bien  dignes  de  remarque  à  cause  de  leur  simplicité.  Si  l'on 
groupe  les  observations  deu\  à  deux,  en  chargeant  le  hasard 
de  les  associer,  et  que  dans  chaque  groupe  on  choisisse  la  plus 
grande  des  deu\  erreurs,  M.  Bertrand  trouve,  pour  les  valeurs 
probables  de  celte  erreur  et  de  son  carré, 


I    groupaii 
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r  probable  du  carre  de  la  plus  grande  des  trois  sérail 


Les  formules  que  nous  venons  d'indiquer  pour  le  calcul  de  k 
renferment  les  erreurs  vraies,  puisque  nous  avons  supposé  que 
la  grandeur  considérée  était  exactement  connue;  dans  la  pra- 
tique, la  grandeur  considérée  X  n'est  connue  que  par  les  me- 
sures ^1,^1,  ...,Xn  qu'on  en  a  prises.  Comment  alors  cal- 
culer ^?Tout  simplement  en  substituant,  dans  l'une  des  formules 
précédentes,  aux  erreurs  vraies  qu'on  ne  connaît  pas,  les  erreurs 
présumées,  c'esl-à-dire  les  différences  entre  les  mesures  arj, 
Xi,  .,.,  x„  ex.  leur  moyenne  arithmétique  \  qui  est  ta  valeur  la 
plus  probable  de  X.  Ainsi,  à  la  formule 

1  fX-a:.}t  +  ...-HX-^,)t 

(8)  TTî  = ;; ' 


qui  déterminera  approximativement  le  paramètre- 
Maison  peut  faire  un  peu  mieux.  On  déduit  de  (8)  et  (g),  pai 
un  calcul  facile,  la  relation 


-w^-^-l-L"" 


où  ei  représente  l'erreur  vraie  X  —  xj  et  d'où   l'on  déduit,    en 
négligeant  le  dernier  terme,  dont  la  valeur  probable  est  nulle, 


D'après  cela,  on  déterminera  finalement  le  paramètre  k  par  la 
/,o,  '     _(S-.r,)*-^-..+  <;-a?„)' 

qui,  depuis  Gauss,  est  adoptée. 

M.  Bertrand  ne  pouvait  manquer  de  signaler  le  point  faible 
de  la  démonstration.  «  Une  grandeur  »,  dit-il,  o  dont  la  valeur 

Ann.  de  Mathemat.,  3'  série,  t.  VII.  (Décembre  i888.)     3; 
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probable  est  petite,  est  certainement  petite  elle-même  quand 
elle  est  essentiel lemcDt  positive;  mais,  quand  elle  peut,  comme 
ici,  changer  de  signe,  la  valeur  probable  étant  nulle,  cela  prouve 
seulement  que  les  valeurs  positives  ont  même  probabilité  que 
les  négatives,  u  Cela  en  parfaitement  vrai;  mais  il  n'en  résulte 
pas  non  plus  qu'elles  soient  fort  grandes.  C'est  à  l'expérieDce 
à  décider;  elle  donne  raison  à  Gausset  à  ses  adeptes.  D'ailleurs, 
la  formule  {8)  n'est  pas  mathématiquement  rigoureuse,  et  si 
l'on  compare  la  formule  ([")  à  la  suivante 

_'__''  ^£l  *l:îiL-  ■  -!-Jlzi5"l' 
'"■  'i/^i       "  ""  n"  "     ' 

que  l'on  déduit  immédiatement  di'  (S)  en  substituant  les 
erreurs  présumées  aux  erreurs  traies,  on  voit  que  la  formule 
(il)  fournira  pour  k  une  valeur  plus  grande  que  la  formule 
(lo);  on  risque  donc  moins  en  choisissant  la  relation  (lo),  qui 
attribue  au  résultat  une  précision  moindre.  Enfin,  dans  lu  cas 
extrême  où  l'on  ne  mesurerait  la  grandeur  qu'une  fois,  la  for- 
mule (i  i),  ayant  alors  son  numérateur  nul  et  son  dénominateur 
égal  à  I,  est  absurde  :  elle  accuse  une  précision  infinie  alors 
qu'on  n'a  aucune  donnée  sur  la  précision;  la  formule  (lo)  est 
plus  logique,  elle  donne  -• 

Nous  avons  indiqué  comment  la  comparaison  des  diverses 
expressions  que  l'on  peut  employer  pour  calculer  k  permettait 
de  vérifier  la  loi  de  Gauss.  La  vérification  directe  a  été  entre- 
prise, la  première  fois,  par  Resscl;  elle  est  fondée  sur  ce  que. 
dans  une  série  suffisamment  nombreuse  d'observations,  si  l'on 
partage  les  erreurs  en  groupes  bien  définis,  chaque  groupe  se 
présentera,  en  vertu  du  théorème  de  Bernoullî,  un  nombre  de 
fois  à  peu  près  proportionnel  à  sa  probabilité.  Uessel  a  étudié 
4  o  oh  a  n  d  B  adl  y  portant  sur  les  coordonnées,  au- 
joudhu  b  n  nnu  d  une  même  étoile.  Après  avoir  réduit 
so  gn  u  m  n  I  n  u  e  de  ce  n  modèle  des  observateurs  », 
B      e!  a    la        I  eu      par  ordre  de  grandeur;   il  a  compté 

lenomb      d  u        an    positives  que  négatives,  qui  étaient 

renf  m  dan  ha  un  des  intervalles  o*,o  et  o',i,  o',i  et 
o',a,  . . .,  et  il  a  comparé  les  nombres  ainsi  obtenus  avec  les 
nombres  probables  que  donne,  pour  les  erreurs  de  chaque 
groupe,  la  formule  de  Gauss.  L'accord  est  plus  satisfaisant  qu'on 
ne  t'eût  espéré.  L'épreuve  a  été  ilepuis  renouvelée  bien  de*  foi*. 
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et  toujours  avec  le  même  succès,  pour  diverses  séries  d'obser- 
vations préalablement  purgées  lie  toute  erreur  systématique. 

La  loi  de  probabilité  des  erreurs  permet  de  prévoir,  lorsque 
les  épreuves  sont  nombreuses,  tous  les  détails  relaiiTs  à  la  série 
des  erreurs  commises.  M.  Bertrand  en  donne  des  exemples  in- 


Nous  signalerons  particulièrement  celui-ci  ; 

On  a  mesuré  n  fois  une  grandeur  :  tout  est  régulier;  après 
avoir  déterminée,  on  calcule  l'erreur  X  telle  que  la  probabilité 
pour  (|u'une  erreur  soit  inférieure  à  Xait  une  valeur  donnée/?; 
puis  on  rejette  toutes  les  mesures  dont  les  différences  avec  la 
moyenne  sont  moindres  que'X.  et  l'on  prend  pour  valeur  ap- 
prochée de  la  grandeur,  au  lieu  de  la  moyenne  générale,  la 
moyenne  des  mesures  réservées,  dont  le  nombre  m  diffère  peu 
de  np.  Y  a-t-il  avantage  à  opérer  de  la  sorte?  La  réponse  est 
affirmative  en  supposant,  bien  entendu,  que  m  soit  un  grand 
nombre.  M.  Bertrand  calcule  la  valeur  probable  du  carré  de 
l'erreur,  et  il  trouve  que,  dans  le  second  cas,  elle  est  multipliée 
par  un  facteur  qui  décroit  sans  limite  quand  1  diminue. 


VHI.  —  Le  tir  a  la  cibib. 

A  la  loi  de  probabilité  des  erreurs  fortuites  se  rattache  la 
formule  de  Bravais  sur  les  erreurs  de  situation  d'un  point. 

La  probabilité  d'une  erreur  comprise  entre  «  et  a -h  du  pour 
l'abscisse  et  entre  v  m  v -h  dv  pour  l'ordonnée  d'un  point  a 
pour  expression 

(la)  P  =  V^'.~j''  e-(*=-.'-^sX«..+*v.,rf„  rf„. 

On  est  amené  à  cette  formule  par  l'application  de  la  loideGauss, 
suivie  de  quelques  transformations  analytiques.  On  en  déd,i.ût 
cette  proposition,  énoncée  en  1709  par  Cotes  :  si  plusieurs  po- 
sitions ont  été  obtenues,  qui  méritent  la  même  confiance,  la 
position  la  plus  probable  du  point  sera  le  centre  des  moyennes 
distances  des  positions  obtenues. 

On  peut,  inversement,  prendre  pour  point  de  départ  le  théo- 
rème de  Cotes  considéré  comme  un  postulatum  e" •—  * 

la  formule  (12). 
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Cette  formule  s'applique  à  la  probabilité  des  écarts  dans  le  tir 
à  la  cible. 

La  première  question  à  résoudre  est  alors  la  détermination 
des  valeurs  des  constantes  i,  k',  X  pour  un  certain  Cireur  et 
pour  une  arme  donnée.  On  y  parvient  de  la  manière  suivante  : 
désignons  par  u  et  v  les  coordonnées  du  point  où  frappe 
la  balle  par  rapport  à  deux  axes  passant  par  le  centre  des 
moyennes  distances  de  tous  les  points  frappés  {ui,(i|),{u,,  yi),-.., 
(Mai  ''«),  supposés  en  très  grand  nombre  ;  on  exprimera  en  fonc- 
tion des  constantes  k,  k',  X  les  valeurs  probables  de  u',  c*  et 
de  uv;  puis  on  égalera  ces  expressions  aux  quantités 

C=^(«,i',-f-...-t-«„i'„); 

on  aura  de  la  sorte,  en  vertu  du  théorème  de  Bernoulli,  des 
relations  suffisamment  approximatives,  d'où  l'on  tirera  les  va- 


Cela  fait,  si  l'on  pose 

A>u'-Ha).wi.-i-M''f«=H, 

la  probabilité  pour  que,  pour  l'arme  et  le  tireur  considérés,  une 
balle  tombe  entre  les  deux  ellipses  correspondant  à  HelH  +  rfH 
aura  pour  expression 

Par  suite,  la  probabilité  pour  que  la  balle  frappe  en  debors  de 
l'ellipse  correspondant  à  une  valeur  Hi  du  paramètre  H  sera 

Les  neuf  ellipses  semblables,  correspondant  aux  neuf  valeurs 

o, 10536  o,333i!>  0,356%  o,5io8a 

o.tigîiS  o,9i3î9  ',20677  1,60944 
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du  paramétre  H,  partageront  le  plao  en  10  région: 
tr^  vraisemblablement  chacune  le  dixième  du  nombre  dss 
balles  tirées.  La  première  de  ces  régions  est  la  plus  petite  de 
ces  ellipses;  U  dernière  est  la  portion  indélînie  du  plan  située 
au  delà  de  la  plus  grande  ellipse. 

M.  Bertrand  a  appliqué  les  résultats  précédents  ù  l'examen  de 
1000  coups  tirés  par  des  [ireurs  habiles,  â  200"  de  distance, 
avec  dix  armes  de  même  modèle,  chaque  tireur  tirant  lo  coups 
avec  chaque  arme.  Les  nombres  de  balles,  qui  devaient  être 
théoriquement  tous  égaux  à  100  pour  chacune  des  dix  régions, 
ont  été  trouvés  égaux  à 


99,   106, 


[i5,  89,  94,  90,  97. 
asseï  satisfaisant  pour  c 


■   La  HÉTnODB  DES  HOINDIteS  CARKÊS. 


Dans  le  cas  général,  au  lieu  de  n 
deur,  on  a  à  considérer  les  valeurs 
l'observation,  de  n  fonctions 


^<u,v,w,. 


/,(U,V,  w,.. 


/.(U,V,W,. 


s  u,  V,  w,  ...,  m  étant  plus  grand  que  b.  L'ap- 
plication immédiate  du  principe  de  la  méthode  des  moindres 
carrés,  c'est-à-dire  la  recherche  des  valeurs  u,  v,  w,  ...,  qui 
rendent  minimum  la  somme  des  carrés  des  résidus 


/.(«,.,»,...)- 
/,(«,(.,«.,...)- 


'"1. 


conduirait  à  des  calculs  inextricables  sans  i 

heureuse  qui  se  présente  toujours  dans  la  pratique,  et  qui 
n  ce  que  l'on  connaît  d'avance  des  valeurs  appro- 
î,  C, . . .  des  inconnues  U,  V,  W,  . . . ,  telles  que  l'on 
'oit  de  négliger  les  carrés  et  les  produits  des  dîfle- 
-  A,  V—  B,  W  —  C,  ....  que  nous  désignerons  re»- 
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pectivement   par  Tt,  Y,  Z,  . . .;  on   a  alors,  en  négligeant  ar», 

/,(U,V,W....,-/,(A,B,C)=xf -^T|+zg+..., 

et  comine/j(U,  V,  W,  . . .)  est  donné  par  l'observation  et  que 
/i(A,  B,  C, . . .)  et  ses  dérivées  sont  Immédiaiement  calculables, 
le  problème  est  ramené  à  la  recherche  des  valeurs  de  x,  y, 
z,  ...  qui  rendent  minirauni  la  somme  des  carrés  des  n  fonc- 
tions linéaires 

/  afX  +b,y  +  Ci3  -*-...—  Il, 


\  a„x  +  b„y-i-c„s+...—  l„, 

où  lés  coefficients  a,  b,  c,  , ..  sont  exactement  con 
les  quantités  /  résultent  de  l'observation. 

Une  régie  bien  connue  du  Calcul  différentiel  donne 
terminer  ces  valeurs,  le  système  des  m  équations  à 

,,,)  !  lM]x+lbb]r  +  [be]j,  +  ...=  [Hl, 

1  [acli+[S»)^+[ccli+...=  |oi], 


que  l'on  nomme  équations  normales  et  dans  lesquelles  1: 
tation  [uv],  empruntée  à  Gauss,  désigne  la  somme 


La  règle  pour  former  les  équations  normales  est  fort  simple  : 
on  égale  à  zéro  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant 
chacune  des  fonctions  (i3)  par  le  coefficient  de  x  dans  cette 
fonction;  on  opère  de  même  pour^,  s, 

Il  ne  suffit  pas  de  résoudre  les  équations  normales,  il  faut  en- 
core déterminer  le  degré  de  confiance  à  accorder  aux  valeurs 
ainsi  obtenues. 

Nous  avons  vu  qu'à  toute  série  de  mesures  répondait  une 
valeur  de  paramètre  A  qui  figure  dans  la  loi  des  erreurs  for- 
tuites et  que  la  précision  d'une  mesure  du  système  considéré 
était  proportionnelle  à  A.  Si  A:  est  proportionnel  au  degré  de  con- 
fiance,  son  inverse  est  au  contraire  proportionnel  i  l'erreur  à 
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craindre;   mais  nous  savons  aussi  que  la  valeur  probable  du 
carré  de  l'erreur  o  itour  expression 


c'est  l'erreur  ù  craindre  sur  charune  des  valeurs  trouvées  pour 
les  inconnues,  qu'il  convient  de  calculer. 

On  s'appuie  pour  cela  sur  un  théorème  dû  à  Gauss  et  qui,  à 
causedeson  emploi  fréquent,  mérite  d'être  rapporté,  bien  qu'il 
ne  soit  pas  énoncé  dans  le  livre  de  M.  Bertrand. 

Si  U.  V,  W,  . . .  sont  des  grandeurs  indépendantes  entre  elles 
et  si  u,  V,  tv,  ...  désignent  respectivement  les  erreurs  à  craindre 
sur  chacune  d'elles,  l'erreur  à  craindre  E  sur  une  tonction  quel- 
conquc_/(A,  B,  C.  . .  .1  de  ce'  quantités  a  pour  expression 

En  appliquant  cette  règle  à  l'expression  de  x  en  fonction  de 
II,  /],  ...,  l„  que  donne  la  résolution  des  équations  normales, 
on  trouve,  pour  l'erreur  à  craindre  E^  s 

Dans  cette  formule,  s  désigne  l'erreur  i 
sures  li,  /,,  . . .,  la,  et  a;'  est  la  valeur  que  dor 
résolution  du  système  obicnu  en  remplaçant  respectivement, 
dans  les  équations  normales,  le  second  membre  de  la  première 
par  I  et  le  second  membre  de  chacune  des  autres  par  zéro. 
Pourj',  c'est  dans  la  deuxième  équation  qu'il  faut  remplacer  le 
second  membre  par  i  ;  pour  z,  c'est  dans  la  troisième,  etc. 
Quant  à  g,  il  peut  se  faire  qu'il  soit  donné  a  priori  par  la 
nstrument  employé;  mais  souvent  la  précision 
..,  la  est  inconnue,  et  l'on  est  condamné  à 
l'évaluer  approximativement  a  posteriori  d'après  les  valeurs 
fournies  par  la  méthode  des  moindres  carrés  pour  les  incon- 
nues. On  adopte  alors  pour  c  la  valeur  donnée  par  la  formule 


<■«)  '-[/i^ 
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où  [&A]  représente  la  somme  des  carrés  des  erreurs  présumées 
des  observations,  c'est-à-dire  la  somme  des  carrés  des  valeurs 
que  prennent  les  fonctions  linéaires  (i3),  lorsqu'on  y  remplace 
x,y,z,  ...  par  les  valeurs  fournies  par  la  méthode  des  moin- 

CetLe  formule  (i6)  est  la  généralisation  de  la  formule  (^lo)  re- 
lative au  cas  où  il  n'y  a  qu'une  inconnue.  Sa  démonstration 
comporte  une  objection  déjà  indiquée  à  propos  de  la  for- 
mule (lo).  La  critique  est  fondée  i  M,  Bertrand  montre  même 
qu'un  raisonnement  analogue  permettrait  d'obtenir  pour  le 
même  objet  une  infinité  d'autres  formules  infîniment  diffé- 
rentes; mais  il  ne  faut  pas  confondre  l'exactitude  de  la  démon- 
stration avec  celle  de  la  formule,  et  l'on  peut  sans  témérité 
donner  la  préférence  à  la  relation  ([6),  proposée  par  Gauss  et 
adoptée  depuis  par  les  calculateurs  les  plus  compétents. 

Dans  un  Mémoire  dont  certaines  parties  sont  restées  classi- 
ques et  qui  a  pour  tïlre  :  Tkeoria  combinationis  observa- 
tionum  erroribus  minimi  abnaxicc,  Gauss,  délaissant  le  point 
de  vue  auquel  il  s'était  placé  dans  le  Theoria  motus,  a  voulu 
affranchir  l'exposition  de  la  méthode  des  moindres  carrés  de  la 
connaissance  de  la  loi  de  probabilité  des  erreurs  fortuites. 

Sans  rien  préjuger  sur  la  forme  de  la  fonction  ^(«)  qui  re- 
présente la  facilité  de  l'erreur  z,  Gauss  donne  le  nom  d'erreur 
à  craindre  à  la  quantité  Ë  définie  par  la  relation 


E«=   /"      i^iif{z)dz. 


c'est-à-dire  à  la  racine  carrée  de  la  valeur  probable  du  carré  de 
l'erreur  z.  Il  est  clair  que,  si,  dans  un  système  d'observations, 
la  valeur  de  E  est  petite,  toute  erreur  qui  n'est  pas  petite  en  va- 
leur absolue  a  une  probabilité  très  faible,  sans  quoi  la  valeur 
probable  du  carré  de  l'erreur  ne  serait  pas  très  petite.  Si,  au 
contraire,  E  est  grand,  l'existence  de  grandes  erreurs  peut  être 
supposée,  leur  probabilité  n'est  pas  petite.  On  peut  donc  re- 
garder a  priori  la  valeur  de  E  comme  donnant  la  mesure  du 
degré  de  confiance  à  accorder  au  système  d'observations  con- 

En  partant  de  cette  idée,  Gauss  a  été  conduit  à  regarder 
comme  le  meilleur,  non  plus  le  système  de  valeurs  de  :r,  y, 
;,  ...  dont  la  probabilité  est  maxima,  mais  le  système  de  va- 
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AGREGITIOH  DES  SCIEHCES  DITIIEIUTIOIIES 
(COMCOIIRS  BE  1888). 


Mathématiques  élémentaires. 

Soient  deux  points  A  et  A',  et  deux  droites  D  et  D' parallèles 
à  AA'  et  équidistantes  de  celte  droite  : 

1°  Démontrer  qu'à  tout  point  P  pris  sur  la  droite  D  corres- 
pond un  point  P'  pris  sur  la  droite  D',  tel  que  la  droite  PP' 
soit  tangente  aux  cercles  S  et  S'  circonscrits  l'un  au  triangle 
PAA',  l'autre  au  triangle  P'AA'; 

3°  Trouver  le  lieu  décrit  par  la  projection  de  chacun  des 
points  A  et  A'  sur  la  droite  PP'; 

y  Construire  les  droites  PP'  qui  passent  par  un  point 
donné  Q; 

4°  Démontrer  (jue  les  cercles  S  et  S'  se  coupent  sous  un 
angle  constant; 

5°  Soit  0  le  milieu  du  segment  AA',  étudier  les  variations  de 
l'angle  POF. 

Malhcniatirjues  spéciales. 

On  donne  un  ellipsoïde  S  et  deux  points  P  et  P',  et  on  con- 
sidère les  ellipses  C  et  C  suivant  lesquelles  l'ellipsoïde  est 
coupé  par  les  plans  polaires  ries  points  P  et  P'  : 

1°  Démontrer  que  les  coniques  C  et  C,  et  les  points  P  et  P' 
sont  situés  sur  une  quadrique  Z,  quî  est  en  général  unique; 

a°  Discoter  celte  quadrique  en  supposant  que  le  point  P'  se 
déplace  dans  l'espace,  le  point   P   et   l'ellipsoïde    S   restant 

3°  Les  points  P  et  P'  étant  supposés  fixes  el  situés  de  façon 
que  la  quadrique  S  soit  indéterminée,  Irouver  le  lieu  du  centre 
de  cette  quadrique; 

4°  En  supposant  que  les  points  P  et  P'  se  déplacent  de  façon 
que  la  quadrique  Z  soit  une  sphère,  trouver  la  surface  enve- 
loppe E  de  cette  sphère  ; 
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5°  PeuC'On  déiermiaer  un  point  A,  tel  <\aù  la  transformée 
par  rayons  vecteurs  réciproques  de  la  surface  E,  en  prenant  le 
point  A  pour  pôle,  soil  un  cône  du  second  degré? 


Composition  sur  l'Analyse  i 
géométriqui 


Théorie.  —  Démontrei 
le  surface  Z  limitée  par 


i  l'a 


et  donne  est  la  plu? 
lible,  la  somme  des  rayons  de  courbure  principaux 
points  de  la  portion   de  surface  consi- 


est  nulle  a 

Délînilion  des  surfaces  minimn.  —  Intégration  de  leur  équa- 
tion aux  dérivées  partielles.  —  Formules  de  Monge.  —  For- 
mules de  M.  Weierstrass. 

Application.  —  Trouver  la  surface  minima  réelle  qui  admet 
pour  ligne  géodésique  la  cycloïde  délinic  en  coordonnées  rec- 
tangulaires par  les  équations 


=  «(,. 


-"■>. 


«(1. 


'■), 


3*  Indiquer  la  forme  de  la  surface  :  montra  que  le  plan  des 
xy  est  un  plan  de  symétrie  et  que  le^  tangentes  à  la  cyclolde 
en  ses  points  de  rebroussement  sont  des  axes  de  symétrie  de 
celte  surface; 

3°  Montrer  que  la  surface  peut  élre  coupée  par  une  infinité 
de  plaus  suivant  des  paraboles  du  second  degré; 

4°  Former  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure  de 
la  surface.  Démontrer  qu'un  plan  jierpcndiculaire  il  la  base  de 
la  cycloïdc  et  à  égale  distance  de  deux  points  de  rebroussement 
consécntifs  de  cette  courbe  coupe  la  surface  suivant  une  ligne 


Thêi 


Composition  de  Mccaniij 
i  équations  du  moi 


comment  Jacobi  a  ramené  l'intégrât ioi 
rechercbe  d'une  intégrale  complète  d'ui 
partielles  du  premier  ordre. 
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Application.  —  Étant  donne  un  hyperboloïdc  i  uoe  n 

représenté  en  coordonnées  rectangulaires  par  l'ëquatîon 


où  l'on  suppose  a  <  6,  déterminer  le  mouvement  d'un  point 
matériel  non  pesant  dont  la  masse  est  égale  à  l'unité,  qui  est 
assujetti  à  rester  sur  la  surface  de  l'hyperboloïde  et  qui  est  at- 
tiré vers  le  centre  par  une  force  égale  au  produit  d'une  con- 
stante bi'  parla  distance  du  mobile  au  centre.  A  l'instant  initial, 
le  mobile  est  situé  dans  le  plan  des  :rz  à  la  distance  1/  du  cen- 
tre, et  sa  vitesse  Vo  est  parallèle  à  l'axe  des^. 

Discuter  les  diverses  formes  que  peut  affecter  la  trajectoire 
suivant  les  valeurs  de  e,,;  indiquer  notamment  les  lignes  de 
courbure  de  l'hyperboioide  entre  lesquelles  elle  est  comprise. 

On  déterminera  la  position  du  mobile  sur  l'hyperbololde  à  une 
nappe  à  l'aide  des  coordonnées  elliptiques  X  et  (jl  définies  par 
les  deui  équations 


□  supposant 

c'<X        et        aï<fj<i>. 
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